                                             Лекции по геометрии.
Лекция 5.Стереометрия.
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Рис. 1


       Школьный курс геометрии состоит из двух частей: планиметрии и стереометрии. В планиметрии изучаются свойства геометрических фигур на плоскости. Стереометрия - это раздел геометрии, в котором изучаются свойства фигур в пространстве. Слово “стереометрия” происходит от греческих слов “стереос”-объемный, пространственный и “метрео” - измерять.
       Простейшими и, можно сказать, основными фигурами в пространстве являются точки прямые и плоскости.Наряду с этими фигурами мы будем рассматривать так называемые геометрические телаи их поверхности. Представление о геометрических телах дают окружающие нас предметы. Так, например, кристаллы имеют форму геометрических тел, поверхности которых составлены из многоугольников. Такие поверхности называются многогранниками. Одним из простейших многогранников является куб (рис. 1, а). Капли жидкости в невесомости принимают форму геометрического тела, называемого шаром (рис. 1, б). Такую же форму имеет футбольный мяч. Консервная банка имеет форму геометрического тела, называемого цилиндром (рис 1, в).
       В отличие от реальных предметов геометрические тела, как и всякие геометрические фигуры, являются воображаемыми объектами. Мы представляем геометрическое тело как часть пространства, отделенную от остальной части пространства поверхностью - границей этого тела. Так, например, граница шара есть сфера, а граница цилиндра состоит из двух кругов - оснований цилиндра и боковой поверхности.
       Изучая свойства геометрических фигур - воображаемых объектов, мы получаем представление о геометрических свойствах реальных предметов (их форме, взаимном расположении и т. д.) и можем использовать эти свойства в практической деятельности. В этом состоит практическое (прикладное) значение геометрии. Геометрия, в частности стереометрия, широко используется в строительном деле, архитектуре, машиностроении, геодезии, во многих других областях науки и техники.
        При изучении пространственных фигур, в частности геометрических тел, пользуются их изображениями на чертеже. Как правило, изображением пространственной фигуры служит ее проекция на ту или иную плоскость. Одна и та же фигура допускает различные изображения. Обычно выбирается то из них, которое создает правильное представление о форме фигуры и наиболее удобно для исследования ее свойств. На рисунках 2, а, б изображены два многогранника - параллелепипед и пирамида, а на рисунке 2, в - конус. При этом невидимые части этих фигур изображены штриховыми линиями. Правила изображения пространственных фигур приведены в приложении 1.
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	Рис. 2


        В X классе мы будем изучать взаимное расположение прямых и плоскостей, многогранники и векторы в пространстве, а в XI классе - метод координат в пространстве, “круглые” геометрические тела - цилиндр, конус, шар и рассмотрим вопрос об объемах тел. 

                                 Аксиомы стереометрии.
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Рис. 3


        В планиметрии основными фигурами были точки и прямые. В стереометрии наряду с ними рассматривается еще одна основная фигура - плоскость. Представление о плоскости дает гладкая поверхность стола или стены. Плоскость как геометрическую фигуру следует представлять себе простирающейся неограниченно во все стороны.
         Как и ранее, точки будем обозначать прописными латинскими буквами А, В, С и т. д., а прямые - строчными латинскими буквами а, b, с и т. д. или двумя большими латинскими буквами АВ, CD и т. д. Плоскости будем обозначать греческими буквами  , ,  и т. д. На рисунках плоскости изображаются в виде параллелограмма (рис. 3, а) или в виде произвольной области (рис. 3,б).
        Ясно, что в каждой плоскости лежат какие-то точки пространства, но не все точки пространства лежат в одной и той же плоскости. На рисунке 3, б точки А иВ лежат в плоскости  (плоскость  проходит через эти точки), а точки М, N, Р не лежат в этой плоскости. Коротко это записывают так: А  , В , М  , Х  , Р .
        Основные свойства точек, прямых и плоскостей, касающиеся их взаимного расположения, выражены в аксиомах. Вся система аксиом стереометрии состоит из ряда аксиом, большая часть которых нам знакома по курсу планиметрии. Полный список аксиом и некоторые следствия из них приведены в приложении 2. Здесь мы сформулируем лишь три аксиомы о взаимном расположении точек, прямых и плоскостей в пространстве. Ниже обозначены А1, А2, А3.
        А1.
        Через любые три точки, не лежащие на одной прямой, проходит плоскость, и притом только одна.
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Иллюстрация к аксиоме А1:
пластинка поддерживается
точками A, B и C не лежащими
на одной прямой
Рис. 4


        Иллюстрацией к этой аксиоме может служить модель, изображенная на рисунке 4. Плоскость, проходящую через точки А, В и С, не лежащие на одной прямой, иногда называют плоскостью АВС.
        Отметим, что если взять не три, а четыре произвольные точки, то через них может не проходить ни одна плоскость. Иначе говоря, четыре точки могут не лежать в одной плоскости. Каждый знаком с таким наглядным подтверждением этого факта: если ножки стула не одинаковые по длине, то стул стоит на трех ножках, т. е. опирается на три “точки”, а конец четвертой ножки (четвертая “точка”) не лежит в плоскости пола, а висит в воздухе.
        А2.
        Если две точки прямой лежат в плоскости, то все точки прямой лежат в этой плоскости.
        В таком случае говорят, что прямая лежит в плоскости или плоскость проходит через прямую.(рис. 5, а).
        Свойство, выраженное в аксиоме А2, используется для проверки “ровности” чертежной линейки. С этой целью линейку прикладывают краем к плоской поверхности стола. Если край линейки ровный (прямолинейный), то он всеми своими точками прилегает к поверхности стола. Если край неровный, то в каких-то местах между ним и поверхностью стола образуется просвет.
        Из аксиомы А2 следует, что если прямая не лежит в данной плоскости, то она имеет с ней не более одной общей точки. Если прямая и плоскость имеют только одну общую точку, то говорят, что они пересекаются (рис. 5,б).
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	  Прямая АВ лежит в плоскости 
	  Прямая a и плоскость  пересекаются в точке M  
	  Плоскости  и  пересекаются по прямой a  

	Рис. 5


        А3.
        Если две плоскости имеют общую точку, то они имеют общую прямую, на которой лежат все общие точки этих плоскостей.
        В таком случае говорят, что плоскости, пересекаются по прямой (рис. 5, в). Наглядной иллюстрацией аксиомы А3 является пересечение двух смежных стен, стены и потолка классной комнаты.
        Прежде чем перейти к первым следствиям из данных аксиом, отметим одно важное обстоятельство, которым будем пользоваться в дальнейшем. В пространстве существует бесконечно много плоскостей, и- в каждой плоскости справедливы все аксиомы и теоремы планиметрии. Более того, признаки равенства и подобия треугольников, известные из курсапланиметрии, справедливы и для треугольников, расположенных в разных плоскостях (см. приложение 2). 

 Некоторые следствия из аксиом.


 
Теорема.
Через прямую и не лежащую на ней точку проходит плоскость, и притом только одна.
Доказательство 
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Рис. 6


        Рассмотрим прямую а и не лежащую на ней точку М (рис. 6). Докажем, что через прямую а и точку М проходит плоскость. Отметим на прямой а две точки P и Q. Точки М, Р и Q не лежат на одной прямой, поэтому согласно аксиоме А1 через эти точки проходит некоторая плоскость . Так как две точки прямой а (Р и Q) лежат в плоскости , то по аксиоме А2 плоскость  проходит через прямую а.
        Единственность плоскости, проходящей через прямую а и точку М, следует из того, что любая плоскость, проходящая через прямую а и точку М, проходит через точки М, Р и Q. Следовательно, она совпадает с плоскостью  , так как по аксиоме А1 через точки М, Р и Q проходит только одна плоскость. Теорема доказана.

        Теорема.
        Через две пересекающиеся прямые проходит плоскость, и притом только одна.
Доказательство 
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Рис. 7


        Рассмотрим прямые а и b пересекающиеся в точке М (рис. 7), и докажем, что через эти прямые проходит плоскость, и притом только одна.
        Отметим на прямой b какую-нибудь точку N, отличную от точки М, ирассмотрим плоскость  , проходящую через точку N и прямую а. Так как две точки прямой b лежат в плоскости  , то по аксиоме А2 плоскость  проходит через прямую b. Итак, плоскость  проходит через прямые а и b. Единственность такой плоскости следует из того, что любая плоскость, проходящая через прямые а и b, проходит через точку N. Следовательно, она совпадает с плоскостью  , поскольку через точку N и прямую а проходит только одна плоскость. Теорема доказана.

	
	
	
	


 Лекция 6. Пересечение прямой с плоскостью. 


       Пусть  — некоторая плоскость, а l — пересекающая эту плоскость прямая. Отметим [image: image527.jpg]oco annauxam
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произвольную точку A0 пространства. Если точка A0 не лежит на прямой l то проведем через А0 прямую, параллельную прямой l и обозначим через А точку пересечения этой прямой с плоскостью (рис. 182), Если же А0 — точка прямой l, то обозначим через А точку пересечения прямой l с плоскостью . Точка А называется проекцией точки А0 на плоскость  при проектировании параллельно прямой l. Обычно предполагается, что плоскость  и прямая l заданы, поэтому точку А кратко называют параллельной проекцией точки А0.

       Пусть F0 — плоская или пространственная фигура. Параллельные проекции всех точек фигуры F0 образуют некоторую фигуру F на плоскости (см. рис. 182). Фигура F называется параллельной проекцией фигуры F0. Говорят также, что фигура F получена из фигуры F0 параллельным проектированием.

        Сформулируем основные свойства параллельного проектирования при условии, что проектируемые отрезки и прямые не параллельны прямой l.
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1°. Проекции прямой есть прямая (рис. 183).
2°. Проекция отрезка есть отрезок (рис. 184).
3°. Проекции параллельных отрезков — параллельные отрезки (рис. 185) или отрезки, принадлежащие одной прямой.
4°. Проекции параллельных отрезков, а также проекции отрезков, лежащих на одной прямой, пропорциональны самим отрезкам (рис. 186).

Из свойства 4° следует, что проекция середины отрезка есть середина проекции отрезка.[image: image529.jpg]
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 ОБ  АКСИОМАХ   ГЕОМЕТРИИ 



       Аксиомы геометрии представляют собой исходные положения, на основе которых строится вся геометрия, т. е. путем логических рассуждений устанавливаются свойства геометрических фигур. В аксиомах выражены свойства основных геометрических понятий. К таковым в нашем курсе относятся понятия точки, прямой и плоскости, понятие "лежать между" для точек прямой и понятие наложения. Кроме того, в аксиомах геометрии и вытекающих из них утверждениях используются такие общематематические понятия, как "принадлежать" (или "лежать на"), "множество", "число" и т.д.
       Здесь мы приведем все аксиомы геометрии, включая и те три аксиомы о взаимном расположении точек, прямых и плоскостей, которые были сформулированы во введении, а также дадим доказательства на основе аксиом некоторых наглядно очевидных утверждений, которые использовались в курсе стереометрии.
        Первая группа аксиом характеризует взаимное расположение точек, прямых и плоскостей.



1. На каждой прямой и в каждой плоскости имеются по крайней мере две точки.
2. Имеются по крайней мере три точки, не лежащие на одной прямой, и по крайней мере четыре точки, не лежащие в одной плоскости.
3. Через любые две точки проходит прямая, и притом только одна.
4. Через любые три точки, не лежащие на одной прямой, проходит плоскость, и притом только одна
5. Если две точки прямой лежат в плоскости, то все точки прямой лежат в этой плоскости.
6. Если две плоскости имеют общую точку, то они имеют общую прямую, на которой лежат все общие точки этих плоскостей.
7. Из трех точек прямой одна, и только одна, лежит между двумя другими. 



       Иногда вместо слов "точка В лежит между точками А и С" говорят, что точки А и С лежат по разные стороны от точки В, или точки А и В лежат по одну сторону от точки С (аналогично точки В и С лежат по одну сторону от точки А).



8. Каждая точка О прямой разделяет ее на две части — два луча — так, что любые две точки одного и того же луча лежат по одну сторону от точки О, а любые две точки разных лучей лежат по разные стороны от точки О. При этом точка О не принадлежит ни одному из указанных лучей. 



        Напомним, что отрезком АВ называется геометрическая фигура, состоящая из точек А и В и всех точек прямой АВ, лежащих между ними. Если отрезок АВ и прямая а лежат в одной плоскости и не имеют общих точек, то говорят, что точки А и В лежат по одну сторону от прямой а; если же отрезок АВ пересекается с прямой а в некоторой точке, лежащей между А и В, то говорят, что точки А и В лежат по разные стороны от прямой а.



9. Каждая прямая а, лежащая в плоскости, разделяет эту плоскость на две части (две полуплоскости) так, что любые две точки одной и той же полуплоскости лежат по одну сторону от прямой а, а любые две точки разных полуплоскостей лежат по разные стороны от прямой а. При этом точки прямой а не принадлежат ни одной из этих полуплоскостей. 



        

Если отрезок не имеет общих точек с данной плоскостью, то говорят, что концы отрезка лежат по одну сторону от плоскости; если же отрезок пересекается с плоскостью в некоторой своей внутренней точке, то говорят, что концы отрезка лежат по разные стороны от плоскости.



10. Каждая плоскость  разделяет пространство на две части (два полупространства) так, что любые две точки одного и того же полупространства лежат по одну сторону от плоскости , а любые две точки разных полупространств лежат по разные стороны от плоскости  

Лекция 10.  Модуль4.  

Параллельные прямые в пространстве
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Рис. 10


        Введем понятие параллельных прямых в пространстве.
        Определение.
        Две прямые в пространстве называются параллельными, если они лежат в одной плоскости и не пересекаются.

        Параллельность прямых а и b обозначается так: а||b. На рисунке 10 прямые а и b параллельны, а прямые а и с, а и d, не параллельны.
       Докажем теорему о параллельных прямых.
       Теорема
       Через любую точку пространству не лежащую на данной прямой, проходит прямая, параллельная данной, и притом только одна.
Доказательство 
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Рис. 11


         Рассмотрим прямую а и точку М, не лежащую на этой прямой (рис. 11). Через прямую а и точку М проходит плоскость, и притом только одна (п. 3). Обозначим эту плоскость буквой  . Прямая, проходящая через точку М параллельно прямой а, должна лежать в одной плоскости с точкой М и прямой а, т. е. должна лежать в плоскости  . Но в плоскости  , как известно из курса планиметрии, через точку М проходит прямая, параллельная прямой а, и притом только одна. На рисунке 11 эта прямая обозначена буквой b. Итак, b - единственная прямая, проходящая через точку М параллельно прямой а. Теорема доказана.
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Рис. 12


         В дальнейшем нам понадобятся также понятия параллельных отрезков, параллельных отрезка и прямой, параллельных лучей. Два отрезка называются параллельными, если они лежат на параллельных прямых. Аналогично определяется параллельность отрезка и прямой, а также параллельность двух лучей. На рисунке 12 отрезки СD и ЕF параллельны (СD||ЕF) а отрезки АВ и СD не параллельны, отрезок АВ параллелен прямой а (АВ||а).
                                                Параллельность трех прямых


         Докажем лемму о пересечении плоскости параллельными прямыми, необходимую для дальнейшего изложения.

        Лемма. 
        Если одна из двух параллельных прямых пересекает данную плоскость, то и другая прямая пересекает эту плоскость. 

Доказательство
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a)
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б)
Рис. 13


         Рассмотрим параллельные прямые а и b, одна из которых - прямая а - пересекает плоскость  в точке М (рис. 13, а). Докажем, что прямая b также пересекает плоскость , т. е. имеет с ней только одну общую точку. 
         Обозначим буквой  плоскость, в которой лежат параллельные прямые а и b. Так как две различные плоскости  и  имеют общую точку М, то по аксиоме А3 они пересекаются по некоторой прямой р (рис. 13,6). Эта прямая лежит в плоскости р и пересекает прямую а (в точке М), поэтому она пересекает параллельную ей прямую b в некоторой точке N. Прямая р лежит также в плоскости , поэтому N - точка плоскости . Следовательно, N - общая точка прямой b и плоскости .
         Докажем теперь, что прямая b не имеет других общих точек с плоскостью , кроме точки N. Это и будет означать, что прямая b пересекает плоскость . Действительно, если бы прямая b имела еще одну точку с плоскостью , то она целиком лежала бы в плоскости  и, значит, была бы общей прямой плоскостей  и , т. е. совпадала бы с прямой р. Но это невозможно, так как по условию прямые а и b параллельны, а прямые а и р пересекаются. Лемма доказана. 

         Из курса планиметрии известно, что если три прямые лежат в одной плоскости и две из них параллельны третьей прямой, то эти две прямые параллельны. Аналогичное утверждение имеет место и для трех прямых в пространстве. Сформилируем и докажем это утверждение.

        Теорема.
        Если две прямые параллельны третьей прямой, то они параллельны.
Доказательство 
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Рис. 14


        Пусть а||с и b||с. Докажем, что a||b. Для этого нужно доказать, что прямые а и b: 1) лежат в одной плоскости и 2) не пересекаются.
         1) Отметим какую-нибудь точку К на прямой b и обозначим буквой  плоскость, проходящую через прямую а и точку К (рис. 14). Докажем, что прямая b лежит в этой плоскости. Действительно, если допустить, что прямая пересекает плоскость , то по лемме о пересечении плоскости параллельными прямыми прямая с также пересекает плоскость . Но так как прямые а и с параллельны, то и прямая а пересекает плоскость , что невозможно, ибо прямая а лежит в плоскости  .
         2) Прямые а и b не пересекаются, так как в противном случае через точку их пересечения проходили бы две прямые (а и b), параллельные прямой с, что невозможно. Теорема доказана.
Лекция 11.  Модуль4.  

Признак параллельности прямой и плоскости
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a)
[image: image22.jpg]



б)
Рис. 5
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a)


        Если две точки прямой лежат в данной плоскости, то по аксиоме A2 вся прямая лежит в этой плоскости. Отсюда следует, что возможны три случая взаимного расположения прямой и плоскости в пространстве:
        а)прямая лежит в плоскости (см. рис. 5, а);
        б)прямая и плоскость имеют только одну общую точку, т. е. пересекаются (см. рис. 5, б);
        в) прямая и плоскость не имеют ни одной общей точки. 

        Определение.
        Прямая и плоскость называются параллельными, если они не имеют общих точек.
        Параллельность прямой а и плоскости ; обозначается так: а||. Наглядное представление о прямой, параллельной плоскости, дают натянутые троллейбусные или трамвайные провода - они параллельны плоскости земли. Другой пример дает линия пересечения стены и потолка - эта линия параллельна плоскости пола (рис. 15, а). Заметим, что в плоскости пола имеется прямая, параллельная этой линии. Какой прямой является, например, линия пересечения пола с той же самой стеной.
        На рисунке 15, а указанные прямые обозначены буквами а и b. Оказывается, что если в плоскости  имеется прямая b, параллельная прямой а, не лежащей, в плоскости , то прямая а и плоскость  параллельны (рис. 15, б).
        Другими словами, наличие в плоскости  прямой b, параллельной прямой а, является признаком, по которому можно сделать вывод о параллельности прямой а и плоскости . Сформулируем это утверждение в виде теоремы.

        Теорема.
        Если прямая, не лежащая в данной плоскости, параллельна какой-нибудь прямой, лежащей в этой плоскости, то она параллельна данной плоскости. 

Доказательство

	[image: image24.jpg]



б)
Рис. 15


        Рассмотрим плоскость  и две параллельные прямые а и b расположенные так, что прямая b лежит в плоскости , а прямая а не лежит в этой плоскости (рис. 15, б). Докажем, что а||.
        Допустим, что это не так. Тогда прямая а пересекает плоскость , а значит, по лемме о пересечении плоскости параллельными прямыми прямая b также пересекает плоскость . Но это невозможно, так как прямая b лежит в плоскости плоскость . Итак, прямая а не пересекает плоскость , поэтому она параллельна этой плоскости. ’еорема доказана. 

  Докажем еще два утверждения, которые часто используются при решении задач.
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Рис. 16
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Рис. 17


        1°. Если плоскость проходит через данную прямую, параллельную другой плоскости, и пересекает эту плоскость, то линия пересечения плоскостей параллельна данной прямой.
        Пусть через данную прямую а, параллельную плоскости , проходит плоскость , пересекающая плоскость  по прямой b (рис. 16). Докажем, что b||а. Действительно, эти прямые лежат в одной плоскости (в плоскости ) и не пересекаются: ведь в противном случае прямая а пересекала бы плоскость , что невозможно, поскольку по условию а||. 

        2°. Если одна из двух параллельных прямых параллельна данной плоскости, то другая прямая либо также параллельна данной плоскости, либо лежит в этой плоскости.
        В самом деле, пусть а и b - параллельные прямые, причем прямая а параллельна плоскости . Тогда прямая а не пересекает плоскость , и, следовательно, по лемме о пересечении плоскости параллельными прямыми прямая b также не пересекает плоскость . Поэтому прямая b либо параллельна плоскости , либо лежит в этой плоскости. 

	
	
	
	
	


                           Скрещивающиеся прямые
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Рис. 19


        Если две прямые пересекаются или параллельны, то они лежат в одной плоскости. Однако в пространстве две прямые могут быть расположены так, что они не лежат в одной плоскости, т. е. не существует такой плоскости, которая проходит через обе эти прямые. Ясно, что такие прямые не пересекаются и не параллельны.

        Определение.
        Две прямые называются скрещивающимися, если они не лежат в одной плоскости.
        Наглядное представление о скрещивающихся прямых дают две дороги, одна из которых проходит по эстакаде, а другая - под эстакадой (рис. 19).
        Докажем теорему, которая выражает признак скрещивающихся прямых.

        Теорема.
        Если одна из двух прямых лежит в некоторой плоскости, а другая прямая пересекает ату плоскость в точке, не лежащей на первой прямой, то эти прямые скрещивающиеся.
Доказательство
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Рис. 20


        Рассмотрим прямую АВ, лежащую в плоскости , и прямую CD, пересекающую эту плоскость в точке С, не лежащей на прямой АВ (рис. 20). Докажем, что АВ и СD - скрещивающиеся прямые, т. е. они не лежат в одной плоскости. Действительно, если допустить, что прямые АВ и СD лежат в некоторой плоскости , то плоскость  будет проходить через прямую АВ и точку С и поэтому совпадет с плоскостью . Но это невозможно, так как прямая СD не лежит в плоскости . Теорема доказана.
        Итак, возможны три случая взаимного расположения двух прямых в пространстве:
        а) прямые пересекаются, т. е. имеют только одну общую точку (рис. 21, а);
        б) прямые параллельны, т. е. лежат в одной плоскости и не пересекаются (рис. 21, б);
        в) прямые скрещивающиеся, т. е. не лежат в одной плоскости (рис. 21, в).
        Докажем еще одну теорему о скрещивающихся прямых. 
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a)
Пересекающиеся прямые
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б)
Параллельные прямые
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в)
Скрещивающиеся прямые

	Рис 21


        Теорема.
        Через каждую из двух скрещивающихся прямых проходит плоскость, параллельная другой прямой, и притом только одна.
Доказательство
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Рис. 22


        Рассмотрим скрещивающиеся прямые АВ и СD (рис. 22). Докажем, что через прямую АВ проходит плоскость, параллельная прямой СD, и притом только одна.
        Проведем через точку А прямую АЕ, параллельную прямой СD, и обозначим буквой  плоскость, проходящую через прямые АВ и АЕ. Так как прямая СD не лежит в плоскости  и параллельна прямой АЕ, лежащей в этой плоскости, то прямая СD параллельна плоскости .
        Ясно, что плоскость  - единственная плоскость, проходящая через прямую АВ и параллельная прямой СD. В самом деле, любая другая плоскость, проходящая через прямую АВ, пересекается с прямой АЕ, а значит, пересекается и с параллельной ей прямой СD. Теорема доказана.

        Наглядной иллюстрацией этой теоремы служат две дороги, одна из которых проходит по эстакаде, а другая - под эстакадой (см. рис. 19). Нижняя дорога лежит в плоскости земли, параллельной дороге на эстакаде. Ясно, что и через дорогу на эстакаде проходит плоскость, параллельная плоскости земли, а значит, параллельная нижней дороге.

	
	
	
	
	


 Углы с сонаправленными сторонами
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Рис. 23
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Рис. 24


        Согласно одной из аксиом (см. приложение 2) любая прямая а, лежащая в плоскости, разделяет эту плоскость на две части называемые полуплоскостями (рис. 23). Прямая а называется границей каждой из этих полуплоскостей. Любые две точки одной и той же полуплоскости лежат по одну сторону от прямой а, а любые две точки разных полуплоскостей - по разные стороны от этой прямой (см. рис. 23).
        Два луча ОА и 01А1, не лежащие на одной прямой, называются сонаправленными, если они параллельны и лежат в одной полуплоскости с границей ОО1. Лучи ОА и 01А1, лежащие на одной прямой, называются сонаправленными, если они совпадают или один из них содержит другой. На рисунке 24 лучи ОА и О1А1, а также лучи А2В2 и О2В2 сонаправлены, а лучи ОА и 02А2, ОА и 03А3, О2А2 и О2В2 не являются сонаправленными (объясните почему). Докажем теорему об углах с сонаправленными сторонами.

        Теорема.
        Если стороны двух углов соответственно сонаправлены, то такие углы равны.
Доказательство
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Рис. 25


        Рассмотрим углы О и О1 с соответственно сонаправленными сторонами и докажем, что О=O1.
        Отметим на сторонах угла I>О какие-нибудь точки и отложим на соответственных сторонах угла О1 отрезки O1А1=ОА и О1В1=ОВ (рис. 25).
        Четырехугольник ОО1А1А - параллелограмм, так как противоположные стороны ОА и О1А1 параллельны и равны. Отсюда следует, что АА1||OO1 и AA1=OO1. Аналогично четырехугольник ОО1В1В - параллелограмм, поэтому ВВ1||OO1 и ВВ1=OO1. Так как АА1||О1 и ВВ1||ОO1, то по теореме о трех параллельных прямых АА1||ВВ1. Кроме того, AA1=OO1=BB1. Таким образом, в четырехугольнике АВВ1А1противоположные стороны АА1 и ВВ1 параллельны и равны. Следовательно, этот четырехугольник – параллелограмм, и значит, стороны АА1 и ВВ1равны.
        Сравним теперь треугольники АОВ и А1О1В1. Они равны по трем сторонам, и поэтому О=О1.Теорема доказана. 

	
	
	
	
	


 Угол между прямыми
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a)
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б)
Рис. 26[image: image38.jpg]



a)
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б)
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в)
Рис. 27


        Любые две пересекающиеся прямые лежат в одной плоскости и образуют четыре неразвернутых угла. Если известен один из этих углов, то можно найти и другие три угла (рис. 26, а). Пусть  - тот из углов, который не превосходит любой из трех остальных углов. Тогда говорят, что угол между пересекающимися прямыми равен  .
        Очевидно, 0°<  ≤ 90°. На рисунке 26, б угол между прямыми а и b равен 30°, а угол между прямыми m и n равен 80°.
        Введем теперь понятие угла между скрещивающимися прямыми. Пусть АВ и СD - две скрещивающиеся прямые (рис.27,а). Через произвольную точку М1 проведем прямые А1B1 и С1D1, соответственно параллельные прямым АВ и СD.
        Если угол между прямыми А1B1 и С1D1 равен , то будем говорить, что угол между скрещивающимися прямыми АВ и СD равен . (Рис.27,б).
        Докажем, что угол между скрещивающимися прямыми не зависит от выбора точки М1. Действительно, возьмем любую другую точку М2 и проведем через нее прямые A2В2 и С2D2 соответственно параллельные прямым АВ и СD (рис.27,а). Так как А1B1||A2В2, С1D1||С2D2 (объясните почему), то стороны углов с вершинами М1 и М2 попарно сонаправлены (на рис.27,а такими углами являются А1M1C1 и А1M2C2, А1M1D1 и А1M2D2 и т.д.). Поэтому эти углы соответственно равны. Отсюда следует, что угол между прямыми А2В2 и С2D2 также равен .
        В качестве точки М1 можно взять любую точку на одной из скрещивающихся прямых. На рисунке 27, б на прямой СD отмечена точка М и через нее проведена прямая A'В', параллельная АВ. Угол между прямыми A'В' и СD также равен .

	
	
	


 Лекция 12.  Модуль4.  

Существование плоскости, параллельной данной плоскости
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Плоскости  и  пересекаются
a)
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Плоскости  и  параллельны
б)
Рис. 28


        Мы знаем, что если две плоскости имеют общую точку, то они пересекаются по прямой (аксиома A3). Отсюда следует, что две плоскости либо пересекаются по прямой (рис. 28,a), либо не пересекаются, т. е. не имеют ни одной общей точки (рис. 28,б).

        Определение.
         Две плоскости называются параллельными, если они не пересекаются.
        Представление о параллельных плоскостях дают пол и потолок комнаты, две противоположные стены, поверхность стола и плоскость пола.
        Параллельность плоскостей  и  обозначается так: ||. Рассмотрим признак параллельности двух плоскостей.

        Теорема.
        Если две пересекающиеся прямые одной плоскости соответственно параллельны двум прямым другой плоскости, то эти плоскости параллельны.
Доказательство
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Рис. 29


        Рассмотрим две плоскости  и  (рис. 29). В плоскости  лежат пересекающиеся в точке М прямые а и b, а в плоскости  - прямые a1 и b1, причем а||a1 и b||b1. Докажем, что ||. Прежде всего отметим, что по признаку параллельности прямой и плоскости a|| и b||.
        Допустим, что плоскости  и  не параллельны. Тогда они пересекаются по некоторой прямой с. Мы получили, что плоскость  проходит через прямую а, параллельную плоскости , и пересекает плоскость  по прямой с. Отсюда следует (по свойству 1°, п. 6), что а и с параллельны.
        Но плоскость  проходит также через прямую b, параллельную плоскости . Поэтому b||с. Таким образом, через точку М проходят две прямые а и b, параллельные прямой с. Но это невозможно, так как по теореме о параллельных прямых через точку М проходит только одна прямая, параллельная прямой с. Значит, наше допущение неверно и, следовательно ||. Теорема доказана. 

	
	
	


 Свойства параллельных плоскостей
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Рис. 30


        Рассмотрим два свойства параллельных плоскостей.
        1°. Если две параллельные плоскости пересечены третьей, то линии их пересечения параллельны.
        Наглядным подтверждением этого факта служат линии пересечения пола и потолка со стеной комнаты - эти линии параллельны.
        Для доказательства данного свойства рассмотрим прямые а и b, по которым параллельные плоскости  и  пересекаются с плоскостью  (рис. 30). Докажем, что а||b. Эти прямые лежат в одной плоскости (в плоскости ) и не пересекаются. В самом деле, если бы прямые а и b пересекались, то плоскости  и  имели бы общую точку, что невозможно, так как эти плоскости параллельны.
        Итак, прямые а и b лежат в одной плоскости и не пересекаются, т. е. а и b параллельны.
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Рис. 31


        2°. Отрезки параллельных прямых, заключенные между параллельными плоскостями, равны.
        Для доказательства этого свойства рассмотрим отрезки АВ и СD двух параллельных прямых, заключенные между параллельными плоскостями  и  (рис. 31). Докажем, что АВ = СD. Плоскость , проходящая через параллельные прямые АВ и СD, пересекается с плоскостями  и  по параллельным прямым АС и ВD (свойство 1°). Таким образом, в четырехугольнике АВDС противоположные стороны попарно параллельны, т. е. АВDС - параллелограмм. Но в параллелограмме противоположные стороны равны, поэтому АВ и СD равны. 

	
	
	


                                                    12. Тетраэдр
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a)
Многоугольник ABCDE - 
фигура, составленная из
отрезков
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б)
Многоугольник ABCDE - 
часть плоскости, ограниченная
линией ABCDE
Рис. 33
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Рис. 34
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Рис. 35 


        Одна из глав нашего курса будет посвящена многогранникам - поверхностям геометрических тел, составленным из многоугольников. Но уже теперь, до подробного изучения многогранников, мы познакомимся с двумя из них - тетраэдром и параллелепипедом. Это даст нам возможность проиллюстрировать понятия, связанные со взаимным расположением прямых и плоскостей, на примере двух важных геометрических тел.
        Прежде чем ввести понятия тетраэдра и параллелепипеда, вспомним, что мы понимали под многоугольником в планиметрии. Многоугольник, мы рассматривали либо как замкнутую линию без самопересечений, составленную из отрезков (рис 33,a), либо как часть плоскости, ограниченную этой линией, включая ее саму (рис. 33, б). При рассмотрении поверхностей и тел в пространстве будем пользоваться вторым толкованием многоугольника. При таком толковании любой многоугольник в пространстве представляет собой плоскую поверхность.
        Перейдем теперь к определению тетраэдра.
        Рассмотрим произвольный треугольник AВС и точку D, не лежащую в плоскости этого треугольника. Соединив точку D отрезками с вершинами треугольника AВС, получим треугольники DАВ, DВС и DСА. Поверхность, составленная из четырех треугольников AВС, DАВ, DВС и DСА, называется тетраэдром и обозначается так - DАВС (рис. 34).
        Треугольники, из которых состоит тетраэдр, называются гранями, их стороны - ребрами, а вершины - вершинами тетраэдра. Тетраэдр имеет четыре грани, шесть ребер и четыре вершины. Два ребра тетраэдра, не имеющие общих вершин, называются противоположными. На рисунке 34 противоположными являются ребра АD и ВС, ВD и АС, СD и АВ. Иногда выделяют одну из граней тетраэдра и называют ее основанием, а три другие - боковыми гранями.
        Тетраэдр изображается обычно так, как показано на рисунках 34 и 35, т. е. в виде выпуклого или невыпуклого четырехугольника с диагоналями. При этом штриховыми линиями изображаются невидимые ребра. На рисунке 34 невидимым является только ребро АС, а на рисунке 35 - ребра ЕК, КF и KL.

13. Параллелепипед
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a)
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б)
Параллелепипед
Рис. 36


        Рассмотрим два равных параллелограмма АВСD и А1В1С1D1, расположенных в параллельных плоскостях так, что отрезки AA1 и ВВ1, СС1 и DD1 параллельны (рис. 36, а). Четырехугольники
                                               АВВ1А1, BCC1В1, CDD1C1, DAA1D1 (1)
также являются параллелограммами, так как каждый из них имеет попарно параллельные противоположные стороны (например, в четырехугольнике АВВ1А1 стороны АА1и ВВ1 параллельны по условию, а стороны AВ и А1В1- по свойству линий пересечения двух параллельных плоскостей третьей (свойство 1°, п. 11). Поверхность, составленная из двух равных параллелограммов АВСD и А1В1C1D1 и четырех параллелограммов (1), называется параллелепипедом и обозначается так: АВСDА1В1C1D1.
        Параллелограммы, из которых составлен параллелепипед, называются гранями, их стороны -ребрами, а вершины параллелограммов - вершинами параллелепипеда. Параллелепипед имеет шесть граней, двенадцать ребер и восемь вершин. Две грани параллелепипеда, имеющие общее ребро, называются смежными, а не имеющие общих ребер - противоположными. На рисунке 36, б противоположными являются грани АВСD и А1В1C1D1, АВВ1A1 и DСC1D1, ADD1A1 и BСC1B1. Две вершины, не принадлежащие одной грани, называются противоположными. Отрезок, соединяющий противоположные вершины, называется диагональю параллелепипеда. Каждый параллелепипед имеет четыре диагонали. На рисунке 36, б диагоналями являются отрезки АC1, ВD1, CA1 и DB1.
        Часто выделяют какие-нибудь две противоположные грани и называют их основаниями, а остальные грани - боковыми гранями параллелепипеда. Ребра параллелепипеда, не принадлежащие основаниям, называются боковыми ребрами. Так, если в качестве оснований выбрать грани АВСD и А1В1C1D1, то боковыми гранями будут параллелограммы (1), а боковыми ребрами - отрезки АA1, ВB1, CC1 и DD1.
        Параллелепипед изображается обычно так, как показано на рисунке 36, б. При этом изображениями граней являются параллелограммы; невидимые ребра и другие невидимые отрезки, например диагонали, изображаются штриховыми линиями *.
        *Более подробно об изображении пространственных фигур на плоскости, в частности параллелепипеда, рассказано в приложении 1.
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a)
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б)
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в)
Рис. 37


        Рассмотрим два свойства параллелепипеда.
        1°. Противоположные грани параллелепипеда параллельны** и равны.
        ** Две грани параллелепипеда называются параллельными, если их плоскости параллельны.
        Докажем, например, параллельность и равенство граней АВВ1A1 и DСC1D1 параллелепипеда АВСDА 1В1C1D1 (рис. 36, б). Так как АВСD и ADD1A1 - параллелограммы, то АВ||DС и АА1||DD1. Таким образом, две пересекающиеся прямые АВ и АА1 одной грани соответственно параллельны двум прямым СD и DD1 другой грани. Отсюда по признаку параллельности плоскостей следует, что грани АВВ1 А1 и DСС1D1 параллельны.
        Докажем теперь равенство этих граней. Так как все грани параллелепипеда - параллелограммы, то АВ=DС и АА1=DD1. По этой же причине стороны углов А1АВ и D1DС соответственно сонаправлены, и, значит, эти углы равны. Таким образом, две смежные стороны и угол между ними параллелограмма АВВ1А1 соответственно равны двум смежным сторонам и углу между ними параллелограмма DСС1D1, поэтому эти параллелограммы равны.
        2°. Диагонали параллелепипеда пересекаются в одной точке и делятся этой точкой пополам.
        Чтобы доказать это свойство, рассмотрим четырехугольник А1D1СВ, диагонали которого А1С и D1В являются диагоналями параллелепипеда АВСDА1В1C1D1 (рис.37, а). Так как А1D1||ВС и А1D1 =ВС (объясните почему), то А1D1СВ - параллелограмм. Поэтому диагонали А1С и D1 В пересекаются в некоторой точке О и этой точкой делятся пополам.
        Далее рассмотрим четырехугольник АD1 С1В (Рис.37, б). Он также является параллелограммом (докажите это), и, следовательно, его диагонали АС1 и D1В пересекаются и точкой пересечения делятся пополам. Но серединой диагонали D1В является точка О, Таким образом, диагонали А1C, D1В и АC1 пересекаются в точке О и делятся этой точкой пополам.
        Наконец, рассматривая четырехугольник А1В1СD (рис.37,в), точно так же устанавливаем, что и четвертая диагональ DB1 параллелепипеда проходит через точку О и делится ею пополам.

	


14. Задачи на построение сечений
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Рис. 38 


        Для решения многих геометрических задач, связанных с тетраэдром и параллелепипедом, полезно уметь строить на рисунке их сечения различными плоскостями. Уточним, что понимается под сечением тетраэдра или параллелепипеда. Назовем секущей плоскостью тетраэдра (параллелепипеда) любую плоскость, по обе стороны от которой имеются точки данного тетраэдра (параллелепипеда). Секущая плоскость пересекает грани тетраэдра (параллелепипеда) по отрезкам. Многоугольник, сторонами которого являются эти отрезки, называется сечением тетраэдра (параллелепипеда). Так как тетраэдр имеет четыре грани, то его сечениями могут быть только треугольники и четырехугольники (рис. 38). Параллелепипед имеет шесть граней. Его сечениями могут быть треугольники, четырехугольники (рис. 39, а), пятиугольники (рис. 39, б) и шестиугольники (рис. 39, в).
        При построении сечений параллелепипеда на рисунке следует учитывать тот факт, что если секущая плоскость пересекает две противоположные грани по каким-то отрезкам, то эти отрезки параллельны (свойство 1°, п. 11). Так, на рисунке 39, б секущая плоскость пересекает две противоположные грани (левую и правую) по отрезкам АВ и СВ, а две другие противоположные грани (переднюю и заднюю) - по отрезкам АЕ и ВС, поэтому АВ||СD и АЕ||ВС. По той же причине на рисунке 39, в АВ||ЕD, АF||СD, ВС||ЕF. Отметим также, что для построения сечения достаточно построить точки пересечения секущей плоскости с ребрами тетраэдра (параллелепипеда), после чего остается провести отрезки, соединяющие каждые две построенные точки, лежащие в одной и той же грани.

	[image: image56.jpg]



	[image: image57.jpg]



	[image: image58.jpg]



	[image: image59.jpg]=





	a)
	б)
	в)
	a)

	Рис. 39
	Рис. 40


        Рассмотрим примеры построения различных сечений тетраэдра и параллелепипеда. 

        Задача 1.
        На ребрах АВ, ВD и СD тетраэдра АВСD отмечены точки М, N и Р (рис. 40, а). Построить сечение тетраэдра плоскостью МNР.
        Решение 
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б)
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в)
Рис. 40


        Построим сначала прямую, по которой плоскость МNР пересекается с плоскостью грани AВС. Точка М является общей точкой этих плоскостей. Для построения еще одной общей точки продолжим отрезки NР и ВС до их пересечения в точке Е (рис. 40, б), которая и будет второй общей точкой плоскостей МNР и АВС. Следовательно, эти плоскости пересекаются по прямой МЕ. Прямая МЕ пересекает ребро AС в некоторой точке Q. Четырехугольник MNPQ - искомое сечение.
        Если прямые NP и ВС параллельны (рис. 40, в), то прямая NР параллельна грани АВС, поэтому плоскость МNР пересекает эту грань по прямой МЕ', параллельной прямой NР. Точка Q, как и в первом случае, есть точка пересечения ребра АС с прямой МЕ'.
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a)
Рис. 41


        Задача 2.
        Точка М лежит на боковой грани АОВ тетраэдра ОАВС (рис. 41, а). Построить сечение тетраэдра плоскостью, проходящей через точку М параллельно основанию АВС.
        Решение
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б)
Рис. 41


        Так как секущая плоскость параллельна плоскости AВС, то она параллельна прямым АВ, ВС и СA. Следовательно, секущая плоскость пересекает боковые грани тетраэдра по прямым, параллельным сторонам треугольника AВС (п. 6, утверждение 1°). Отсюда вытекает следующий способ построения искомого сечения. Проведем через точку М прямую, параллельную отрезку АВ, и обозначим буквами Р и Q точки пересечения этой прямой с боковыми ребрами DА и DВ (рис. 41, б). Затем через точку Р проведем прямую, параллельную отрезку AС, и обозначим буквой R точку пересечения этой прямой с ребром DС. Треугольник РQR - искомое сечение.

        Задача 3.
        На ребрах параллелепипеда даны три точки А, В и С. Построить сечение параллелепипеда плоскостью AВС.
        Решение 

        Построение искомого сечения зависит от того, на каких ребрах параллелепипеда лежат точки A, В и С. В самом простом случае, когда эти точки лежат на ребрах, выходящих из одной вершины (см. рис. 39, а), нужно провести отрезки АВ, ВС и СА, и получится искомое сечение - треугольник AВС. Если три данные точки А, В и С расположены так, как показано на рисунке 39, б, то сначала нужно провести отрезки АВ и ВС, а затем через точку А провести прямую, параллельную ВС, а через точку С - прямую, параллельную АВ. Пересечения этих прямых с ребрами нижней грани дают точки Е и D. Остается провести отрезок ЕD, и искомое сечение - пятиугольник АВСDЕ - построено. Более трудный случай, когда данные точки А, В и С расположены так, как показано на рисунке 39, в. В этом случае можно поступить так. Сначала построим прямую, по которой секущая плоскость пересекается с плоскостью нижнего основания. Для этого проведем пряную АВ и продолжим нижнее ребро, лежащее в той же грани, что и прямая АВ, до пересечения с этой прямой в точке М. Далее через точку М проведем прямую, параллельную прямой ВС. Это и есть прямая, по которой секущая плоскость пересекается с плоскостью нижнего основания. Эта прямая пересекается с ребрами нижнего основания в точках Е и F. Затем через точку Е проведем прямую, параллельную прямой АВ, и получим точку D. Наконец, проводим отрезки АF и СD, и искомое сечение - шестиугольник АВСDЕF - построено.

ВОПРОСЫ 


1. Верно ли утверждение: если две прямые не имеют общих точек, то они параллельны?



2. Точка М не лежит на прямой а. Сколько прямых, не пересекающих прямую а, проходит через точку М? Сколько из этих прямых параллельны прямой а?



3. Прямые а и с параллельны, а прямые а и b пересекаются. Могут ли прямые b и с быть параллельными?



4. Прямая а параллельна плоскости . Верно ли, что - эта прямая:а) не пересекает ни одну прямую, лежащую в плоскости ; б) параллельна любой прямой, лежащей в плоскости ; в) параллельна некоторой прямой, лежащей в плоскости ?



5. Прямая а параллельна плоскости . Сколько прямых, лежащих в плоскости , параллельны прямой а? Параллельны ли друг другу эти прямые, лежащие в плоскости ?



6. Прямая а пересекает плоскость . Лежит ли в плоскости  хоть одна прямая, параллельная а?



7. Одна из двух параллельных прямых параллельна некоторой плоскости. Верно ли утверждение, что и вторая прямая параллельна этой плоскости?



8. Верно ли утверждение: если две прямые параллельны некоторой плоскости, то они параллельны друг другу?



9. Две прямые параллельны некоторой плоскости. Могут ли эти прямые: а) пересекаться? б) быть скрещивающимися?



10. Могут ли скрещивающиеся прямые а и b быть параллельными прямой с?



11. Боковые стороны трапеции параллельны плоскости . Параллельны ли плоскость  н плоскость трапеции?



12. Две стороны параллелограмма параллельны плоскости . Параллельны ли плоскость  и плоскость параллелограмма?



13. Могут ли быть равны два непараллельных отрезка, заключенные между параллельными плоскостями?



14. Существует ли тетраэдр, у которого пять углов граней прямые?



15. Существует ли параллелепипед, у которого: а) только одна грань - прямоугольник; б) только две смежные грани - ромбы; в) все углы граней острые; г) все углы граней прямые; д) число всех острых углов граней не равно числу всех тупых углов граней?



16. Какие многоугольники могут получиться в сечении: а) тетраэдра; б) параллелепипеда?

	
	
	
	
	
	


 Лекция 25. 

Декартовы координаты в пространстве. 

  Если через точку пространства проведены три попарно перпендикулярные прямые, на каждой из них выбрано направление (оно обозначается стрелкой) и выбрана единица измерения отрезков*, то говорят, что задана прямоугольная система координат в пространстве (рис. 114). [image: image532.jpg]


Прямые с выбранными на них направлениями называются осями координат, а их общая точка - началом координат. Она обозначается обычно буквой O. Оси координат обозначаются так: Ох, Оу, Оz - и имеют названия ось абсцисс, ось ординат, ось аппликат. Вся система координат обозначается Oxyz. Плоскости, проходящие соответственно через оси координат Ох, и Оу, Оу и Оz, Оz и Ох, называются координатными плоскостями и обозначаются Оху, Оуz, Ozx.
       Точка O разделяет каждую из осей координат на два луча. Луч, направление которого совпадает с направлением оси, называется положительной полуосью , а другой луч - отрицательной полуосью. 
     В прямоугольной системе координат каждой точке М пространства сопоставляется тройка чисел, которые называются ее координатами . Они определяются аналогично координатам точек на плоскости. Проведем через точку M три плоскости, перпендикулярные к осям координат, и обозначим через M1, M2 и M3 и точки пересечения этих плоскостей соответственно с осями абсцисс, ординат и аппликат (рис. 115). П[image: image533.jpg]


ервая координата точки M (она называется абсциссой и обозначается обычно буквой x) определяется так: x=OM1, если M1 - точка положительной полуоси; x=-OM1, M1 - точка отрицательной полуоси; z=0, если M1 совпадает с точкой O. Аналогично с помощью точки M2 определяется вторая координата (ордината) у точки M, а с помощью точки M3 - третья координата (аппликата) z точки M. Координаты точки M записываются в скобках после обозначения точки: M (х; у; z), причем первой указывают абсциссу, второй - ординату, третьей - аппликату. На рисунке 116 изображены точки А (9; 5; 10), B (4; - 3; 6), С (9; 0; 0), D (4; 0; 5), E (0; 8; 0), F (0; 0; -3). 
       Если точка М (х; у; z) лежит на координатной плоскости или на оси координат, то некоторые ее координаты равны нулю. Так, если MOxy, то аппликата точки M равна нулю: z = 0. Аналогично если MOxz, то у=0, а если MOyz, то x=0. Если MOx, то ордината и аппликата точки М равны нулю: у=0 и z=0 (например, у точки С на рисунке 116). Ес[image: image534.jpg]


ли MOy, то х=0 и z=0; если MOz, то x=0 и у=0. Все три координаты начала координатравны нулю: O(0; 0; 0).
* Напомним, что при выбранной единице измерения отрезков длина каждого отрезка выражается положительным числом. В данной главе под длиной отрезка подразумевается это число.
 Координаты вектора



       Зададим в пространстве прямоугольную систему координат Охуz. На каждой из положительных полуосей отложим от начала координат единичный вектор , т. е. вектор, длина которого равна единице. Обозначим через [image: image64.png]


единичный вектор оси абсцисс, через [image: image65.png]


- единичный вектор оси ординат и через [image: image66.png]


- единичный вектор оси аппликат (рис. 117). [image: image535.jpg]Kommieeras nonepyinoe
Puc. 141




Векторы [image: image67.png]


, [image: image68.png]


, [image: image69.png]


назовем координатными векторами. Очевидно, эти векторы не компланарны. Поэтому любой вектор [image: image70.png]=



можно разложить по координатным векторам, т.е. представить в виде 
                                        [image: image71.png]


 [image: image72.png]=



= x[image: image73.png]


 + y[image: image74.png]


 + z[image: image75.png]


 , 
причем коэффициенты x, y, z разложения определяются единственным образом. 
       Коэффициенты х, у и z в разложении вектора [image: image76.png]=



по координатным векторам называются координатами вектора [image: image77.png]=



в данной системе координат. Координаты вектора [image: image78.png]=



будем записывать в фигурных скобках после обозначении вектора: [image: image79.png]=



{ x; y; z}. На рисунке 118 [image: image536.jpg]ocn Kouyea

oipagyione wepuna konyea
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изображен прямоугольный параллелепипед, имеющий следующие измерения: OA1=2, OA2=3, OA3=4. Координаты векторов, изображенных на этом рисунке, таковы: [image: image80.png]=



{ 2; 2; 4}, [image: image81.png]


{ 2; 2; -1}, [image: image82.png]|

A4



{ 2; 2; 0}, [image: image83.png]


{ 1; 0; 0}, [image: image84.png]


{0; 1; 0}, [image: image85.png]


{0; 0; 1}. 

       Так как нулевой вектор можно представить в виде [image: image86.jpg]


= 0[image: image87.png]


+0[image: image88.png]


+0[image: image89.png]


 то все координаты нулевого вектора равны нулю. Далее, координаты равных векторов соответственно равны, т. е. если векторы [image: image90.png]=



{x1; y1; z1} и [image: image91.png]


{x2; y2; z2} равны, то x1=x2, y1 и z1=z2 (объясните почему). 
       Рассмотрим правила, которые позволяют по координатам данных векторов найти координаты их суммы и разности, а также координаты произведения данного вектора на данное число. 
1°. Каждая координата суммы двух или более векторов равна сумме соответствующих координат этих векторов. Другими словами, если [image: image92.png]=



{x1; y1; z1} и [image: image93.png]


{x2; y2; z2} - данные векторы, то вектор [image: image94.png]=



+ [image: image95.png]


имеет координаты {x1+ x2; y1 + y2; z1+ z2}. 
2°. Каждая координата разности двух векторов равна разности соответствующих координат этих векторов. Другими словами, если [image: image96.png]=



{x1; y1; z1} и [image: image97.png]


{x2; y2; z2} - данные векторы, то вектор [image: image98.png]=



- [image: image99.png]


имеет координаты {x1- x2; y1 - y2; z1 - z2}. 
3°. Каждая координата произведения вектора на число равна произведению соответствующей координаты вектора на это число. Другими словами, если [image: image100.png]=



{ x; y; z} - данный вектор, - данное число, то вектор [image: image101.png]=



имеет координаты {x,y, z}. 
       Утверждения 1° - 3° доказываются точно так же, как и для векторов на плоскости. 
       Рассмотренные правила позволяют находить координаты любого вектора, представленного в виде алгебраической суммы данных векторов, координаты которых известны. Рассмотрим пример. 
       3адача        Найти координаты вектора [image: image102.png]


=2[image: image103.png]=



 -[image: image104.png]




 INCLUDEPICTURE "C:\\Documents and Settings\\user\\Геометрия\\Геометрия 11 класс\\Theory\\Chapter V\\Images\\b.gif" \* MERGEFORMAT [image: image105.png]


+[image: image106.png]


, если [image: image107.png]=



{1; -2; 0}, [image: image108.png]


{ 0; 3; -6}, [image: image109.png]


{ -2; 3; 1} . 
       Решение        По правилу 3° вектор 2[image: image110.png]=



 имеет координаты { 2; -4; 0}, а вектор (-[image: image111.png]




 INCLUDEPICTURE "C:\\Documents and Settings\\user\\Геометрия\\Геометрия 11 класс\\Theory\\Chapter V\\Images\\b.gif" \* MERGEFORMAT [image: image112.png]


) - координаты { 0; -1; 2}. Так как [image: image113.png]


=(2[image: image114.png]=



 ) + (-[image: image115.png]




 INCLUDEPICTURE "C:\\Documents and Settings\\user\\Геометрия\\Геометрия 11 класс\\Theory\\Chapter V\\Images\\b.gif" \* MERGEFORMAT [image: image116.png]


) + [image: image117.png]


, то его координаты { x; y; z} можно вычислить по правилу 1°: х=2+0-2=0, y=-4-1+3=-2, z=0+2+1=3. Итак, вектор [image: image118.png]


имеет координаты {0; -2; 3}. 

	
	
	
	
	
	


 Лекция 26. 
 Координатами середины отрезка.


       Вектор, конец которого совпадает с данной точкой, а начало - с началом координат, называется радиус-вектором данной точки. Докажем, что координаты любой точки равны соответствующим координатам ее радиус-вектора. Обозначим координаты данной точки М через (x; y; z). Пусть M1, M2, M3 - точки пересечения с осями координат плоскостей, проходящих через точку М перпендикулярно к этим осям (рис. 119). Тогда
                                          [image: image119.png]-
Ol



=[image: image120.png]—
oM



+[image: image121.jpg]


+[image: image122.jpg]


 .                                                        (1)
[image: image537.jpg]


       Докажем, что [image: image123.png]—
oM



=x[image: image124.png]


. В самом деле, если точка M1 лежит на положительной полуоси абсцисс, как на рисунке 119, то x=OM1, а векторы [image: image125.png]—
oM



и [image: image126.png]


сонаправлены. Поэтому [image: image127.png]—
oM



=OM1[image: image128.png]


=x[image: image129.png]


. Если точка M1 лежит на отрицательной полуоси абсцисс, то x=-OM1, а векторы [image: image130.png]—
oM



и [image: image131.png]


противоположно направлены. Поэтому [image: image132.png]—
oM



= -OM1[image: image133.png]


=x[image: image134.png]


. Наконец, если точка M1 совпадает с точкой О, то x=0, [image: image135.png]—
oM



=[image: image136.jpg]


. Поэтому x[image: image137.png]


=[image: image138.jpg]


 и снова справедливо равенство [image: image139.png]—
oM



=x[image: image140.png]


. Таким образом, в любом случае [image: image141.png]—
oM



=x[image: image142.png]


. Аналогично доказывается, что [image: image143.jpg]


=y[image: image144.png]


, [image: image145.jpg]


=z[image: image146.png]


.
        Подставив эти выражения в равенство (1), получим [image: image147.png]-
Ol



=x[image: image148.png]


+ y[image: image149.png]


+z[image: image150.png]


. 
       Отсюда следует, что координаты вектора [image: image151.png]-
Ol



равны {x; y; z}, т. е. координаты точки М равны соответствующим координатам ее радиус-вектора [image: image152.png]-
Ol



, что и требовалось доказать. 
       Пользуясь доказанным утверждением, выразим координаты вектора [image: image153.png]


через координа[image: image538.jpg]Puc. 144



ты его начала А и конца В. Пусть точка А имеет координаты (x1; y1; z1), а точка В - координаты (x2; y2; z2). Вектор [image: image154.png]


равен разности векторов [image: image155.jpg]


и [image: image156.png]—
QA



(рис. 120), поэтому его координаты равны разностям соответствующих координат векторов [image: image157.jpg]


и [image: image158.png]—
QA



. Но координаты векторов [image: image159.jpg]


и [image: image160.png]—
QA



совпадают с соответствующими координатами точек В и А: [image: image161.jpg]


{x2; y2; z2} и [image: image162.png]—
QA



{x1; y1; z1}. Поэтому вектор [image: image163.png]


имеет координаты {x2-x1; y2-y1; z2-z1}.
       Итак, каждая координата вектора равна разности соответствующих координат его конца и начала. 
	
	
	
	
	
	


 Простейшие задачи в координатах



       a) Координаты середины отрезка. В системе координат Oxyz отметим точку А с координатами (x1; y1;z1) и точку В с координатами (x2; y2; z2). Выразим координаты (х; у; z) середины С отрезка АВ через координаты его концов (рис. 121). [image: image539.jpg]



       Так как точка С - середина отрезка АВ, то 
                                        [image: image164.jpg]


= [image: image165.png]


([image: image166.jpg]


+ [image: image167.jpg]


).                                     (2) 
(Это было доказано в курсе планиметрии.)
       Координаты векторов [image: image168.jpg]


, [image: image169.jpg]


и [image: image170.jpg]


равны соответствующим координатам точек C, A и B: [image: image171.jpg]


{х; у; z}, [image: image172.jpg]


{x1; y1; z1} и [image: image173.jpg]


{x2; y2; z2}. Записав равенство (2) в координатах, получим 
                                       x = [image: image174.png]


(x1+x2), y = [image: image175.png]


(y1+y2) , z = [image: image176.png]


(z1+z2). 
       Таким образом, каждая координата середины отрезка равна полусумме соответствующих координат его концов. 
       б) Вычисление длины вектора по его координатам. Докажем, что длина вектора a {x; y; z} вычисляется по формуле
                                       |[image: image177.png]=



| =[image: image178.jpg]i yiiz



                                                                          (3)
       Отложим на осях координат векторы[image: image179.png](A,



= x[image: image180.png]


, [image: image181.png]A5



=y[image: image182.png]


, [image: image183.png](A



=z[image: image184.png]


 и рассмотрим вектор [image: image185.jpg]


=[image: image186.png](A,



 + [image: image187.png]A5



+[image: image188.png](A



 = x[image: image189.png]


+ y[image: image190.png]


+z[image: image191.png]


=[image: image192.png]=



 (рис.122). Длина вектора [image: image193.jpg]


выражается через длины векторов [image: image194.png](A,



, [image: image195.png]A5



и[image: image196.png](A



 следующим образом: 
                                       [image: image197.png]


=[image: image198.png]


                                       (4) 
       В самом деле, если точка А не лежит на координатных плоскостях (см. рис. 122), то равенство [image: image540.jpg]Puc. 150



(4) справедливо в силу свойства диагонали прямоугольного параллелепипеда: [image: image199.png]A



=[image: image200.png]


+ [image: image201.png]


+[image: image202.png]


. Во всех других случаях расположения точки А (точка А лежит на координатной плоскости или на оси координат) равенство (4) также верно (рассмотрите эти случаи самостоятельно). 
       Так как [image: image203.png]|2al



= |x[image: image204.png]


| = |x|, [image: image205.png]


=|y|, [image: image206.png]


= |z| и [image: image207.jpg]


=[image: image208.png]=



, то из равенства (4) получаем формулу (3): 
       в) Расстояние между двумя точками. Рассмотрим две произвольные точки: M1 точку с координатами (x1; y1; z1) и точку M2 с координатами (x2; y2; z2) (рис. 123). Выразим расстояние d между точками M1 и M2 через их координаты. 

       С этой целью рассмотрим вектор [image: image209.png]VRV
MM,



. Его координаты равны [image: image541.jpg]


{x2-x1; y2-y1; z2-z1}. По формуле (3) [image: image210.png]3104



= [image: image211.png]+(»

»)

+(zy




. Но d=[image: image212.png]3104



. Таким образом, расстояние между точками M1 (x1; y1; z1) и M2 (x2; y2; z2) и вычисляется по формуле 
                                       d = [image: image213.png]+(»

»)

+(zy




. 

 Угол между векторами



     Возьмем два произвольных вектора [image: image214.png]=



и [image: image215.png]


. Отложим от какой-нибудь точки O векторы [image: image216.jpg]


=[image: image217.png]=



 и [image: image218.jpg]


=[image: image219.png]


. Если векторы [image: image220.png]=



и [image: image221.png]


не являются сонаправленными, то лучи ОА и 0В образуют угол АОВ (рис. 126). Градусную меру этого угла обозначим буквой  и будем говорить, что угол между векторами [image: image222.png]=



и [image: image223.png]


равен . Если же векторы [image: image224.png]=



и [image: image225.png]


сонаправлены, в частности один из них или оба нулевые, то будем считать, что угол между ними равен 0°. Если угол между векторами равен 90°, то векторы называются перпендикулярными. Угол между векторами [image: image226.png]=



и [image: image227.png]


обозначается так: [image: image228.png]R
b



.

     [image: image229.jpg]S
\ 5
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  [image: image230.jpg]Puc. 127



 

     На рисунке 127 изображено несколько векторов. Углы между ними таковы: [image: image231.png]R
b



= 30°, [image: image232.png]


= 120°,[image: image233.png]<

gy
P



=60°, [image: image234.png]o
oy



=90° , [image: image235.png]


=0° , [image: image236.png]<

T
pa.



=180°. На этом рисунке [image: image237.png]


 [image: image238.png]


, [image: image239.png]


[image: image240.png]


, [image: image241.png]


[image: image242.png]


. 

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	


 Скалярное произведение векторов



     Скалярным произведением двух векторов называется произведение их длин на косинус угла между ними. Скалярное произведение векторов [image: image243.png]=



и [image: image244.png]


и обозначается так: [image: image245.png]=





 INCLUDEPICTURE "C:\\Documents and Settings\\user\\Геометрия\\Геометрия 11 класс\\Theory\\Chapter V\\Images\\b.gif" \* MERGEFORMAT [image: image246.png]


. Таким образом, 

[image: image247.png]=





 INCLUDEPICTURE "C:\\Documents and Settings\\user\\Геометрия\\Геометрия 11 класс\\Theory\\Chapter V\\Images\\b.gif" \* MERGEFORMAT [image: image248.png]


= |[image: image249.png]=



| . |[image: image250.png]


| cos([image: image251.png]R
b



). 

     Как и в планиметрии, справедливы следующие утверждения:
     скалярное произведение ненулевых векторов равно нулю тогда и только тогда, когда эти векторы перпендикулярны;
     скалярный квадрат вектора (т. е. скалярное произведение вектора на себя) равен квадрату его длины.
     Докажите эти утверждения самостоятельно.
     Скалярное произведение двух векторов можно вычислить, зная координаты этих векторов: скалярное произведение векторов [image: image252.png]=



{x1; y1; z1} и [image: image253.png]


{x2; y2; z2} выражается формулой [image: image254.png]=





 INCLUDEPICTURE "C:\\Documents and Settings\\user\\Геометрия\\Геометрия 11 класс\\Theory\\Chapter V\\Images\\b.gif" \* MERGEFORMAT [image: image255.png]


= x1x2+y1y2+ z1z2 . Это утверждение доказывается точно так же, как в планиметрии.
     Косинус угла  между ненулевыми векторами [image: image256.png]=



{x1; y1; z1} и [image: image257.png]


{x2; y2; z2} вычисляется по формуле

cos  =[image: image258.jpg]A% s 2z

T
il +yi+zl e +yi+z]



                                    (1) 

     В самом деле, так как [image: image259.png]=
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= |[image: image261.png]=



| . |[image: image262.png]


| cos, то cos=[image: image263.png]>




. Подставив сюда выражения для [image: image264.png]=
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, |[image: image266.png]=



| и |[image: image267.png]


| через координаты векторов [image: image268.png]=



и [image: image269.png]


, получим формулу (1). 
     Сформулируем основные свойства скалярного произведения векторов. 
     Для любых векторов [image: image270.png]=



, [image: image271.png]


, [image: image272.png]


и любого числа k справедливы равенства: 
     1° . [image: image273.png]=



2[image: image274.png]


0, причем [image: image275.png]=



2 >0 при [image: image276.png]=



[image: image277.jpg]


0.
     2° . [image: image278.png]=
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=[image: image280.png]
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 (переместительный закон). 
     3° . ([image: image282.png]=



 +[image: image283.png]


)[image: image284.png]


= [image: image285.png]=
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+[image: image287.png]


 [image: image288.png]


(распределительный закон). 
     4°. k ([image: image289.png]=



 [image: image290.png]


)= (k[image: image291.png]=



)[image: image292.png]


 (сочетательный закон). 
     Утверждения 1°-4° доказываются точно так же, как в планиметрии. 
     Нетрудно доказать, что распределительный закон имеет место для любого числа слагаемых.
     Например, ([image: image293.png]=



 + [image: image294.png]


+ [image: image295.png]


)[image: image296.png]


= [image: image297.png]=
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+[image: image299.png]
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+[image: image301.png]
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 (см. задачу 458). 

	
	
	
	
	


 Вычисление углов между прямыми и плоскостями



     Для вычисления угла между двумя прямыми, а также между прямой и плоскостью во многих случаях удобно использовать скалярное произведение. Прежде чем рассмотреть две такие задачи на вычисление углов, введем понятие направляющего вектора прямой. 
     Ненулевой вектор называется направляющим вектором прямой a, если он лежит либо на прямой a, либо на прямой, параллельной a. На рисунке 128 вектор[image: image303.png]
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 является направляющим вектором прямой a.
[image: image305.jpg]



     Задача 1 
     Найти угол между двумя прямыми (пересекающимися или скрещивающимися), если известны координаты направляющих векторов этих прямых. 

     Решение
     Пусть [image: image306.png]


{x1; y1; z1} и [image: image307.png]


{x2; y2; z2} - направляющие векторы прямых a и b. Обозначим буквой  искомый угол между этими прямыми. Для решения задачи достаточно найти cos, так как значение позволяет найти угол . 
     Введем обозначение:[image: image308.png]


 =[image: image309.png]o
{ra,



. Тогда либо = , если[image: image310.jpg]


90°(рис. 129, а), либо  =180°– , если  >90° (рис. 129, б). Поэтому либо cos = cos, либо cos=–cos. В любом случае |cos| = |cos|, а так как  [image: image311.jpg]


90°, то cos[image: image312.png]


0, и, следовательно, cos = |cos|. Используя формулу (1) п.47, получаем 

cos =[image: image313.png]+217
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     Задача 2
     Найти угол между прямой и плоскостью, если известны координаты направляющего вектора прямой и координаты ненулевого вектора, перпендикулярного к плоскости. 
     Решение
     Пусть [image: image315.png]


{x1; y1; z1} – направляющий вектор прямой а, [image: image316.png]


{x2; y2; z2} – ненулевой вектор, перпендикулярный к плоскости . Это означает, что прямая на которой лежит вектор [image: image317.png]


, перпендикулярна к плоскости . Обозначим буквой  искомый угол между прямой а и плоскостью , а буквой  – угол[image: image318.png]
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.
     Пользуясь рисунком 130, нетрудно доказать (сделайте это самостоятельно), что sin = |cos|. Поэтому для sin получается такое же выражение, как и в правой части равенства (2). Зная sin и учитывая, что [image: image320.jpg]


90°, можно найти угол .

[image: image321.jpg]



 Лекция 27.Симметрия. Движение в пространстве. Центральная симметрия 



     В курсе планиметрии мы познакомились с движениями плоскости, т.е. отображениями плоскости на себя, сохраняющими расстояния между точками. Введем теперь понятие движения пространства. Предварительно разъясним, что понимается под словами отображение пространства на себя. Допустим, что каждой точке M пространства поставлена в соответствие некоторая точка M1, причем любая точка M1, пространства оказалась поставленной в соответствие какой-то точке M. Тогда говорят, что задано отображение пространства на себя. Говорят также, что при данном отображении точка M переходит (отображается) в точку M1. Под движением пространства понимается отображение пространства на себя, при котором любые две точки A и B переходят (отображаются) в какие-то точки A1 и B1 так, что A1B1= AB. Иными слонами, движение пространства - это отображение пространства на себя, сохраняющее расстояния между точками. Примером движения может служить центральная симметрия - отображение пространства на себя, при котором любая точка M переходит в симметричную ей точку M1 относительно данного центра O.
     Докажем, что центральная симметрия является движением. Обозначим буквой O центр симметрии и введем прямоугольную систему координат Oxyz с началом в точке O. Установим связь между координатами двух точек и M(x; y; z) и M1 (x1; y1; z1), симметричных относительно точки O. Если точка M не совпадает с центром O, то O - середина отрезка MM1. По формулам координат середины отрезка получаем [image: image322.png]X+ x1




= 0, [image: image323.png]y+n




= 0, [image: image324.png]z+2z1




= 0, откуда x1=-x, y1=-y, z1=-z. Эти формулы верны и в том случае, когда точки M и O совпадают (объясните почему). 
     Рассмотрим теперь любые две точки A (x1; y1; z1) и B (x2; y2; z2) и докажем, что расстояние между симметричными точками A1 и B1 равно AB. Точки A1 и B1 имеют координаты A1(-x1; - y1;-z1) и B1(-x2; - y2;-z2). По формуле расстояния между двумя точками находим: AB =[image: image325.png]+(»

»)

+(zy




, A1B1 =[image: image326.jpg]Cx+x) + o) oz )



. Из этих соотношений ясно, что AB = A1B1, что и требовалось доказать. 

	
	
	
	
	
	


               Осевая симметрия



     Осевой симметрией с осью a называется такое отображение пространства на себя, при котором любая точка M переходит в симметричную ей точку M1 относительно оси a.
     Докажем, что осевая симметрия является движением. Для этого введем прямоугольную систему координат Oxyz так, чтобы ось Oz совпала с осью симметрии, и установим связь между координатами двух точек M (x; y; z) и M1 (x1; y1; z1), симметричных относительно оси Oz. Если точка M не лежит на оси Oz, то ось Oz: 1) проходит через середину отрезка MM1 и 2) перпендикулярна к нему. Из первого условия по формулам для координат середины отрезка получаем [image: image327.png]X+ x1




= 0, [image: image328.png]y+n




= 0, откуда x1=-x, y1=-y. Второе условие означает, что аппликаты точек M и M1 равны: z1=z. Полученные формулы верны в том случае, когда точка M лежит на оси Oz(объясните почему). 
     Рассмотрим теперь любые две точки A(x1; y1; z1) и B(x2; y2; z2) и докажем, что расстояние между симметричными точками A1 и B1 равно AB. Точки A1 и B1 имеют координаты A1(-x1; - y1; z1) и B1(-x2; - y2; z2). По формуле расстояния между двумя точками находим: AB = [image: image329.png]+(»
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, A1B1=[image: image330.jpg]Cx+x) + o) oz )



. Из этих соотношений ясно, что AB = A1B1, что и требовалось доказать. 

	
	
	
	
	
	


 Зеркальная симметрия



     Зеркальной симметрией (симметрией относительно плоскости ) называется такое отображение пространства на себя, при котором любая точка M переходит в симметричную ей относительно плоскости  точку M1. 
     Докажем, что зеркальная симметрия является движением. Для этого введем прямоугольную систему координат Oxyz так, чтобы плоскость Oxy совпала с плоскостью симметрии, и установим связь между координатами двух точек M(x; y; z) и M1 (x1; y1; z1), симметричных относительно плоскости Oxy . Если точка M не лежит в плоскости Oxy, то эта плоскость: 1) проходит через середину отрезка MM1 и 2) перпендикулярна к нему. Из первого условия по формуле для координат середины отрезка получаем [image: image331.png]z+2z1




= 0, откуда z1=-z. Второе условие означает, что отрезок MM1 параллелен оси Oz, и, следовательно, x1=x, y1=y. Полученные формулы верны в том случае, когда точка M лежит в плоскости Oxy(объясните почему). 
     Рассмотрим теперь две точки A(x1; y1; z1) и B(x2; y2; z2) и докажем, что расстояние между симметричными точками A1 и B1 равно AB. Точки A1 и B1 имеют координаты A1(x1; y1;-z1) и B1(x1; y1;-z1). По формуле расстояния между двумя точками находим: AB =[image: image332.png]+(»

»)
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, A1B1 =[image: image333.jpg](=5 +0n =2 +z+2 )



. Из этих соотношений ясно, что AB=A1B1, что и требовалось доказать. 

	
	
	
	
	
	


 Параллельный перенос



      Приведем еще один пример движения пространства. Возьмем какой-нибудь вектор [image: image334.png]


. Параллельным переносом на вектор [image: image335.png]


называется отображение пространства на себя, при котором любая точка M переходит в такую точку M1, что [image: image336.jpg]


= [image: image337.png]


(рис. 134, а). 

[image: image338.jpg]Puc. 134

S
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     Докажем, что параллельный перенос является движением. При параллельном переносе на вектор [image: image339.png]


любые две точки A и B переходят в точки A1 и B1, такие, что [image: image340.png]


=[image: image341.png]


 и [image: image342.png]BE,



=[image: image343.png]


. Требуется доказать, что A1B1=AB. По правилу треугольника[image: image344.png]
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 = [image: image346.jpg]


+[image: image347.jpg]Ay By



. С другой стороны,[image: image348.png]
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=[image: image350.png]


+[image: image351.png]BE,



 (рис. 134, б). Из этих двух равенств получаем[image: image352.png]
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+[image: image354.jpg]Ay By



=[image: image355.png]


+[image: image356.png]BE,



, или [image: image357.png]


+[image: image358.jpg]Ay By



=[image: image359.png]


+[image: image360.png]


, откуда [image: image361.jpg]Ay By



=[image: image362.png]


. Следовательно, A1B1=AB, что и требовалось доказать. 

     Можно доказать (это делается так же, как и в планиметрии), что при любом движении отрезок переходит в отрезок, прямая B в прямую, плоскость B в плоскость. Можно доказать также, что понятие наложения, с помощью которого в нашем курсе вводится равенство фигур (см. приложение 2), совпадает с понятием движения, т.е. любое наложение является движением и, обратно, любое движение является наложением. Это утверждение доказывается аналогично тому, как это делалось в планиметрии. 

                        Вопросы к главе 


1. Как расположена точка относительно прямоугольной системы координат, если: а) одна ее координата равна нулю; б) две ее координаты равны нулю? 

2. Объясните, почему все точки, лежащие на прямой, параллельной плоскости Оху, имеют одну и ту же аппликату. 

3. Даны точки А (2; 4; 5), B(3; х; у), С(0; 4; z) и D(5; t; и). При каких значениях х, у, z, t и и эти точки лежат: а) в плоскости, параллельной плоскости Оху; б) в плоскости, параллельной плоскости Охz; в) на прямой, параллельной оси Ox? 

4. Найдите координаты вектора [image: image363.png]


, если [image: image364.png]


{x1; y1; z1}, [image: image365.png]


{x2; y2; z2}. 

5. Первая и вторая координаты ненулевого вектора [image: image366.png]=



равны нулю. Как расположен вектор [image: image367.png]=



по отношению к оси: a) Oz; б) Оx; в) Оу? 

6. Первая координата ненулевого вектора [image: image368.png]=



равна нулю. Как расположен вектор [image: image369.png]=



по отношению: а) к координатной плоскости Oxz; б) к оси Ох? Длина радиус-вектора точки М равна 1. Может ли абсцисса точки М равняться: а) 1; б) 2? 

7. Длина вектора [image: image370.png]=



равна 3. Может ли одна из координат вектора [image: image371.png]=



равняться: а) 3; б) 5? 

8. Абсцисса точки М1 равна 3, а абсцисса точки М2 равна 6. а) Может ли длина отрезка М1М2 быть равной 2? б) Как расположен отрезок M1M2 по отношению к оси Ох, если его длина равна 3? 

9. Векторы [image: image372.png]=



и [image: image373.png]


имеют длины а и b. Чему равно скалярное произведение векторов [image: image374.png]=



и [image: image375.png]


, если: а) векторы [image: image376.png]=



и [image: image377.png]


сонаправлены; б) векторы [image: image378.png]=



и [image: image379.png]


противоположно направлены; в) векторы [image: image380.png]=



и [image: image381.png]


перпендикулярны; г) угол между векторами [image: image382.png]=



и [image: image383.png]


равен 60°; д) угол между векторами [image: image384.png]=



и [image: image385.png]


равен 120°? 

10. При каком условии скалярное произведение векторов [image: image386.png]=



и [image: image387.png]


: а) положительно; б) отрицательно; а) равно нулю? 

11. Дан куб ABCDA1B1C1D1. Перпендикулярны ли векторы: а) [image: image388.png]


и [image: image389.png]D



; б) [image: image390.png]


и [image: image391.jpg]e



; в) [image: image392.png]


и [image: image393.png]


; г) [image: image394.png]


и [image: image395.png]D



; д) [image: image396.png]BE,



и [image: image397.png]


? 

12. Первые координаты векторов [image: image398.png]=



и [image: image399.png]


равны соответственно 1 и 2. Может ли скалярное произведение векторов [image: image400.png]=



и [image: image401.png]


быть: а) меньше 2; б) равно 2; в) больше 2? 

    13. В правую или левую перчатку переходит правая перчатка при зеркальной симметрии? осевой симметрии? центральной симметрии? 

	
	
	
	


Лекция 47. Понятие цилиндра



       Рассмотрим две параллельные плоскости  и  и окружность L с центром О радиуса r, расположенную в плоскости  (рис. 135). Через каждую точку окружности L проведем прямую, перпендикулярную к плоскости . Отрезки этих прямых, заключенные между плоскостями  и , образуют цилиндрическую поверхность. Сами отрезки называются образующими цилиндрической поверхности (на рисунке 135 изображены образующие AA1, ММ1 и др.).
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       По построению концы образующих, расположенные в плоскости , заполняют окружность L. Концы же образующих, расположенные в плоскости , заполняют окружность L1 с центром О1 радиуса r, где О1 — точка пересечения плоскости  с прямой, проходящей через точку О перпендикулярно к плоскости .
       Справедливость этого утверждения следует из того, что множество концов образующих, лежащих в плоскости , получается из окружности L параллельным переносом на вектор [image: image402.png]00,



. Параллельный перенос является движением и, значит, наложением, а при наложении любая фигура переходит в равную ей фигуру. Следовательно, при параллельном переносе на вектор [image: image403.png]00,



окружность L перейдет в равную ей окружность L1 радиуса r с центром в точке O1.
       Тело, ограниченное цилиндрической поверхностью и двумя кругами с границами L и L1, называется цилиндром (см.[image: image543.jpg]Puc. 163



рис. 135). Цилиндрическая поверхность называется боковой поверхностью цилиндра, а круги — основаниями цилиндра. Образующие цилиндрической поверхности называются образующими цилиндра, прямая ОО1 — осью цилиндра.
       Все образующие цилиндра параллельны и равны друг другу как отрезки параллельных прямых, заключенные между параллельными плоскостями  и . Длина образующей называется высотой цилиндра, а радиус основания — радиусом цилиндра.
       Цилиндр может быть получен вращением прямоугольника вокруг одной из его сторон. На рисунке 136 изображен цилиндр, полученный вращением прямоугольника ABCD вокруг стороны АВ. При этом боковая поверхность цилиндра образуется вращением стороны CD, а основания — вращением сторон ВС и AD.
       Рассмотрим сечения цилиндра различными плоскостями. Если секущая плоскость проходит через ось цилиндра, то сечение представляет собой прямоугольник (рис. 137), две стороны которого — образующие, а две другие — диаметры оснований цилиндра. Такое сечение называется о[image: image544.jpg]A

Puc. 164

D



севым.
       Если секущая плоскость перпендикулярна к оси цилиндра, то сечение является кругом. В самом деле, такая секущая плоскость (плоскость  на рисун[image: image545.jpg]


ке 138) отсекает от данного цилиндра тело, также являющееся цилиндром. Его основаниями служат два круга, один из которых и есть рассматриваемое сечение.
       Замечание
       На практике нередко встречаются предметы, которые имеют форму более сложных цилиндров. На рисунке 139, а изображен цилиндр, каждое основание которого представляет собой фигуру, ограниченную частью параболы и отрезком. На рисунке 139, б изображен цилиндр, основаниями которого являются круги, но образующие цилиндра не перпендикулярны к плоскостям оснований (наклонный цилиндр). Однако в дальнейшем мы будем [image: image546.jpg]


рассматривать только такие цилиндры, которые были определены в этом пункте. Их называют иногда прямыми круговыми цилиндрами.

	
	
	
	
	

	
	
	
	


  Площадь поверхности цилиндра 



     На рисунке 140, а изображен цилиндр. Представим себе, что его боковую поверхность разрезали по образующей АВ и развернули таким образом, что все образующие оказались расположенными в некоторой плоскости (рис. 140, б). В результате в плоскости  получится прямоугольник АВВ'А'. Стороны АВ и А'В' прямоугольника представляют собой два края разреза боковой поверхности цилиндра по образующей АВ. Этот прямоугольник называется разверткой боковой поверхности цилиндра. Основание АА' прямоугольника является разверткой окружности основания цилиндра, а высота АВ — образующей цилиндра, поэтому АА' = 2r, AB = h, где r — радиус цилиндра, h — его высота.
     За площадь боковой поверхности цилиндра принимается площадь ее развертки.
     Так как площадь прямоугольника АВВ'А' равна 

АА'  АВ = 2rh,

то для вычисления площади Sбок боковой поверхности цилиндра радиуса r и высоты h получается формула

Sбок= 2rh.                     (1)

     Итак, площадь боковой поверхности цилиндра равна произведению длины окружности основания на высоту цилиндра.
      Площадью полной поверхности цилиндра называется сумма площадей боковой поверхности и двух оснований. Так как площадь каждого основания равна r2, то для вычисления площади Sцил полной поверхности цилиндра получаем формулу Sцил=2r(r+h)
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Лекция 48.Понятие конуса 


     Рассмотрим окружность L с центром О и прямую ОP, перпендикулярную к плоскости этой окружности. Каждую точку окружности соединим отрезком с точкой Р. Поверхность, образованная этими отрезками, называется конической поверхностью (рис. 141), а сами отрезки — образующими конической поверхности.
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Тело, ог[image: image548.jpg]


раниченное конической поверхностью и кругом с границей L, называется конусом (рис. 142). Коническая поверхность называется боковой поверхностью конуса, а круг — основанием конуса. Точка Р называется вершиной конуса, а образующие конической поверхности — образующими конуса (на рисунке 142 изображены образующие РА, РВ и др.). Все образующие конуса равны друг другу (объясните почему). Прямая ОР, проходящая через центр основания и вершину, называется осью конуса. Ось конуса перпендикулярна к плоскости основания. Отрезок ОР называется высотой конуса. 
     Конус может быть получен вращением прямоугольного треугольника вокруг одного из его катетов. На рисунке 143 изображен конус, полученный вращением прямоугольного треугольника ABC вокруг катета АВ. При этом боковая поверхность конуса образуется вращением гипотенузы АС, а основание — вращением катета ВС.
     Рассмотрим сечение конуса различными плоскостями. Если секущая плоскость проходит через ось конуса (рис. 144), то сечение представляет собой равнобедренный треугольник, основание которого — диаметр основания конуса, а боковые стороны —- образующие конуса. Это сечение называется осевым. 
     Если секущая плоскость перпендикулярна к оси ОР конуса (рис. 145), то сечение конуса представляет собой круг с центром О1 , расположенным на оси конуса. Радиус r1 этого круга равен [image: image405.jpg]PO,



 r, где r — радиус основания конуса, что легко усмотреть из подобия прямоугольных треугольников РОМ и РО1М1. Доказательство этого факта приведено в решении задачи 556.[image: image549.jpg]
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 Площадь поверхности конуса 


        [image: image552.jpg]


Боковую поверхность конуса, как и боковую поверхность цилиндра, можно развернуть на плоскость, разрезав ее по одной из образующих (рис. 146, а, б). Разверткой боковой поверхности конуса является круговой сектор (см. рис. 146, б), радиус которого равен образующей конуса, а длина дуги сектора — длине окружности основания конуса.
        За площадь боковой поверхности конуса принимается площадь ее развертки. Выразим площадь Sбок боковой поверхности конуса через его образующую l и радиус основания r. Площадь кругового сектора — развертки боковой поверхности конуса (рис. 146, б) — равна [image: image406.jpg]w2
=



, где  — градусная мера дуги ABA', поэтому 

Sбок=[image: image407.jpg]w2
=



                    (1) 

       Выразим  через l и r. Так как длина дуги АВА' равна 2r (длине окружности основания конуса), то 2r=[image: image408.jpg]al
120



, откуда =[image: image409.jpg]


. Подставив это выражение в формулу (1), получим

Sбок=rl.                     (2) 

       Таким образом, площадь боковой поверхности конуса равна произведению половины длины окружности основания на образующую.
       Площадью полной поверхности конуса называется сумма площадей боковой поверхности и основания. Для вычисления площади Sкон полной поверхности конуса получается формула

Sкон=r(l+r).                     (3) 

	
	
	
	
	


 Усеченный конус 
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       Возьмем произвольный конус и проведем секущую плоскость, перпендикулярную к его оси. Эта плоскость пересекается с конусом по кругу и разбивает конус на две части. Одна из частей представляет собой конус, а другая называется усеченным конусом (рис. 147). Основание исходного конуса и круг, полученный в сечении этого конуса плоскостью, называются основаниями усеченного конуса, а отрезок, соединяющий их центры, — высотой усеченного конуса.
       Часть конической поверхности, ограничивающая усеченный конус, называется его боковой поверхностью, а отрезки образующих конической поверхности, заключенные между основаниями, называются образующими усеченного конуса. Все образующие усеченного конуса равны друг другу (докажите это самостоятельно).
       Усеченный конус может быть получен вращением прямоугольной трапеции вокруг ее боковой стороны, перпендикулярной к основаниям. На рисунке 148 изображен усеченный конус, полученный вращением трапеции ABCD вокруг стороны CD. При этом боковая поверхность образуется вращением усеченного конуса — вращением оснований CB и DA трапеции.
       Выразим площадь Sбок боковой поверхности усеченного конуса через его образующую l и радиусы r и r1 оснований (r>r1).
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 Пусть P — вершина конуса, из которого получен усеченный конус, АА1 — одна из образующих усеченного конуса, О и О1 — центры оснований (рис. 149). Используя формулу (2), получаем

Sбок= rPA - r1PA1=r(PA1+AA1) - r1PA1. 

       Отсюда, учитывая, что AA1=l, находим

Sбок=rl + (r-r1)PA1                     (3) 

       Выразим РА1 через l, r и r1. Прямоугольные треугольники РО1А1 и РОА подобны, так как имеют общий острый угол Р, поэтому
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Отсюда получаем 

PA1=[image: image414.jpg]


.

       Подставив это выражение в формулу (3), [image: image555.jpg]ooKosas
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приходим к формуле

Sбок =(r + r1)l.

       Таким образом, площадь боковой поверхности усеченного конуса равна произведению полусуммы длин окружностей оснований на образующую.
  Лекция 49.Сфера и шар 



[image: image556.jpg]


       Сферой называется поверхность, состоящая из всех точек пространства, расположенных на данном расстоянии от данной точки (рис. 150).
       Данная точка называется центром сферы (точка О на рисунке 150), а данное расстояние — радиусом сферы. Радиус сферы часто обозначают буквой R.
       Любой отрезок, соединяющий центр и какую-нибудь точку сферы, также называется радиусом сферы. Отрезок, соединяющий две точки сферы и проходящий через ее центр, называется диаметром сферы. Очевидно, диаметр сферы равен 2R. Отметим, что сфера может быть получена вращением полуокружности вокруг ее диаметра (рис. 151).
       Тело, ограниченное сферой, называется шаром. Центр, радиус и диаметр сферы называются также центром, радиусом и диаметром шара. Очевидно, шар радиуса R с центром О содержит все точки пространства, которые расположены от точки О на расстоянии, не превышающем R (включая и точку О), и не содер[image: image557.jpg]


жит других точек.

	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


 Уравнение сферы 



      Пусть задана прямоугольная система координат Oxyz и дана некоторая поверхность F, например плоскость или сфера. Уравнение с тремя переменными х, у, z называется уравнением поверхности F, если этому уравнению удовлетворяют координаты любой точки поверхности F и не удовлетворяют координаты никакой точки, не лежащей на этой поверхности. Отметим, что понятие уравнения поверхности аналогично понятию уравнения линии, которое было введено в курсе планиметрии.
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Выведем уравнение сферы радиуса R с центром С (x0; y0; z0) (рис. 152).
Расстояние от произвольной точки М(х; у; z) до точки С вычисляется по формуле MC=[image: image415.jpg](= %)+ (y =yl + (z- 20V



 . Если точка М лежит на данной сфере, то MС = R, или МС 2 = R2, т. е., координаты точки M удовлетворяют уравнению

(x – x0)2 + (y – y0)2 + (z – z0)2 = R2.           (1) 

Если же точка М (х; y; z) не лежит на данной сфере, то MC 2  R2, т. е. координаты точки М не удовлетворяют уравнению (1). Следовательно, в прямоугольной системе координат уравнение сферы радиуса R с центром С (x0; y0; z0) имеет вид

(x – x0)2 + (y – y0)2 + (z – z0)2 = R2. 

	
	
	
	
	
	
	


 Взаимное расположение сферы и плоскости 



     Исследуем взаимное расположение сферы и плоскости в зависимости от соотношения между радиусом сферы и расстоянием от ее центра до плоскости.
     Обозначим радиус сферы буквой R, а расстояние от ее центра до плоскости  — буквой d. Введем систему координат так, как показано на рисунке 153: плоскость Оxу совпадает с плоскостью , а центр С сферы лежит на положительной полуоси Оz. В этой системе координат точка С имеет координаты (0; 0; d), поэтому сфера имеет уравнение x2 +y2 + (z – d)2 =R2. Плоскость  совпадает с координатной плоскостью Охy, и поэтому ее уравнение имеет вид z = 0 (объясните почему).
     Если координаты какой-нибудь точки М (х; у; z) удовлетворяют обоим уравнениям, то точка М лежит как в плоскости , так и на сфере, т. е. является обшей точкой плоскости и сферы. Если же система этих двух уравнений не имеет решений, то сфера и плоскость не имеют общих точек. Таким образом, вопрос о взаимном расположении сферы и плоскости сводится к исследованию системы уравнений
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           Подставив z=0 во второе уравнение, получим

x2 + y2=R2 – d2.            (2) 

     Возможны три случая. 
     1) d<R. Тогда R2 – d2 >0, и уравнение (2) является уравнением окружности радиуса r =[image: image418.jpg]


 с центром в точке О на плоскости Оху. Координаты любой точки М (х; у; 0) этой окружности удовлетворяют как уравнению плоскости , так и уравнению сферы, т. е. все точки этой окружности являются общими точками плоскости и сферы (рис. 153, а). Таким образом, в данном случае сфера и плоскость пересекаются по окружности. Итак, если расстояние от центра сферы до плоскости меньше радиуса сферы, то сечение сферы плоскостью есть окружность. 
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Ясно, что сечение шара плоскостью есть круг. Если секущая плоскость проходит через центр шара, то d = 0 и в сечении получается круг радиуса R, т. е. круг, радиус которого равен радиусу шара. Такой круг называется большим кругом шара (рис. 154). Если секущая плоскость не проходит через центр шара, то d > 0 и радиус сечения r = [image: image419.jpg]


 , очевидно, меньше радиуса шара (см. рис. 153, а).
     2) d=R. Тогда R2 – d2=0, и уравнению (2) удовлетворяют тoлько значения x=0, у=0. Следовательно, только координаты точки О (0; 0; 0) удовлетворяют обоим уравнениям, т.e. О — единственная общая точка сферы и плоскости (см. рис. 153, б). Итак, если расстояние от центра сферы до плоскости равно радиусу сферы, то сфера и плоскость имеют только одну общую точку.
     3) d>R. Тогда R2 – d2 <0, и уравнению (2) не удовлетворяют координаты никакой точки. Следовательно, если расстояние от центра сферы до плоскости больше радиуса сферы, то сфера и плоскость не имеют общих точек (см. рис. 153, в).

	
	
	
	
	
	
	


 Касательная плоскость к сфере 



        Рассмотрим более подробно случай, когда сфера и плоскость имеют только одну общую точку. Плоскость, имеющая со сферой только одну общую точку, называется касательной плоскостью к сфере, а их общая точка называется точкой касания плоскости и сферы. 
        На рисунке 155 плоскость  — касательная к сфере с центром О, А — точка касания. Касательная плоскость к сфере обладает свойcтвом, аналогичным свойству касательной к окружности. Оно выражено в следующей теореме:
[image: image560.jpg]


Теорема. Радиус сферы, проведенный в точку касания сферы и плоскости, перпендикулярен к касательной плоскости.
Доказательство. Рассмотрим плоскость , касающуюся сферы с центром О в точке А (рис. 155). Докажем, что радиус OA перпендикулярен к плоскости a.
Предположим, что это не так. Тогда радиус ОА является наклонной к плоскости, и, следовательно, расстояние от центра сферы до плоскости a меньше радиуса сферы. Поэтому сфера и плоскость пересекаются по окружности. Но это противоречит тому, что плоскость — касательная, т. е. сфера и плоскость имеют только одну общую точку. Полученное противоречие доказывает, что радиус ОА перпендикулярен к плоскости a. Теорема доказана.
Докажем обратную теорему.
Теорема. Если радиус сферы перпендикулярен к плоскости, проходящей через его конец, лежащий на сфере, то эта плоскость является касательной к сфере.
Доказательство. Из условия теоремы следует, что данный радиус является перпендикуляром, проведенным из центра сферы к данной плоскости. Поэтому расстояние от центра сферы до плоскости равно радиусу сферы, и, следовательно, сфера и плоскость имеют только одну общую точку. Это и означает, что данная плоскость является касательной к сфере. Теорема доказана.

	
	
	
	
	
	
	


 Площадь сферы 



     В отличие от боковой поверхности цилиндра или конуса сферу нельзя развернуть на плоскость, и, следовательно, для нее непригоден способ определения и вычисления площади поверхности с помощью развертки. Для определения площади сферы воспользуемся понятием описанного многогранника. Многогранник называется описанным около сферы (шара), если сфера касается всех его граней*.(*говорят, что сфера касается грани многогранника, если плоскость грани является касательной к сфере и точка касания принадлежит грани). При этом сфера называется вписанной в многогранник. На рисунке 156 изображены описанные около сферы тетраэдр и куб.
[image: image561.jpg]Puc. 156



     Пусть описанный около сферы многогранник имеет п граней. Будем неограниченно увеличивать п таким образом, чтобы наибольший размер каждой грани**(наибольшим размером грани мы называем наибольшее расстояние между двумя точками грани. Так, например, если грань является прямоугольником, то ее наибольший размер равен диагонали) описанных многогранников стремился к нулю. За площадь сферы примем предел последовательности площадей поверхностей описанных около сферы многогранников при стремлении к нулю наибольшего размера каждой грани. В п. 73 мы докажем, что этот предел существует, и получим следующую формулу для вычисления площади сферы радиуса R: S=4R2.

        Лекция 56. Понятие объема.


          Понятие объема тела вводится по аналогии с понятием площади плоской фигуры. Из курса планиметрии известно, что каждый многоугольник имеет площадь, которая измеряется с помощью выбранной единицы измерения площадей. В качестве единицы измерения площадей обычно берут квадрат, сторона которого равна единице измерения отрезков.
         Аналогично будем считать, что каждое из рассматриваемых нами тел имеет объем, который можно измерить с помощью выбранной единицы измерения объемов. За единицу измерения объемов примем куб, ребро которого равно единице измерения отрезков. Куб с ребром 1 см называют кубическим сантиметром и обозначают см3. Аналогично определяются кубический метр (м3), кубический миллиметр (мм3) и т.д.
          Процедура измерения объемов аналогична процедуре измерения площадей. При выбранной единице измерения объем каждого тела выражается положительным числом, которое показывает, сколько единиц измерения объемов и частей единицы содержится в данном теле. Ясно, что число, выражающее объем тела, зависит от выбора единицы измерения объемов, и поэтому единица измерения объемов указывается после этого числа. Например, если в качестве единицы измерения объемов взят 1 см3 и при этом объем V некоторого тела оказался равным 2, то пишут V = 2 см3 
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         Если два тела равны, то каждое из них содержит столько же единиц измерения объемов и ее частей, сколько и другое тело, т.е. имеет следующее свойство объемов:
         1°. Равные тела имеют равные объемы.
          Замечание 
          Равенство двух фигур, в частности двух тел, в стереометрии определяется так же, как и в планиметрии: два тела называются равными, если их можно совместить наложением. Примерами равных тел являются два прямоугольных параллелепипеда с соответственно равными измерениями (рис. 159, а), две прямые призмы с равными основаниями и равными высотами, две правильные пирамиды, у которых соответственно равны стороны оснований и высоты (рис. 159, б). В каждом из указанных случаев равенство двух тел можно доказать на основе аксиом наложения и равенства фигур (см. приложение 2).
         Рассмотрим еще одно свойство объемов. Пусть тело составлено из нескольких тел. При [image: image562.jpg]


этом мы предполагаем, что любые два из этих тел не имеют общих внутренних точек, но могут иметь общие граничные точки (см. рисунок 160, на котором цилиндр Q и конус F имеют общие граничные точки — точки их общего основания). Ясно, что объем всего тела складывается из объемов составляющих его тел. Итак,
      2°. Если тело составлено из нескольких тел, то его объем равен сумме объемов этих тел.
      Свойство 1° и 2° называют основными свойствами объемов. Напомним, что аналогичными свойствами обладают длины отрезков и площади многоугольников. В дальнейшем на основе этих свойств мы выведем формулы для вычисления объемов параллелепипеда, призмы, пирамиды, цилиндра, конуса, шара.
       Предварительно отметим одно следствие из свойств 1° и 2°. Рассмотрим куб, принятый за единицу измерения объемов. Его ребро равно единице измерения отрезков. Разобьем каждое ребро этого куба на n равных частей (n — произвольное целое число) и проведем через точки разбиения плоскости, перпендикулярные к этому ребру. Куб разобьется на n3 равных маленьких кубов с ребром [image: image424.png]==



. Так как сумма объемов всех маленьких кубов равна объему всего куба (свойство 2°), т. е. равна 1, то объем каждого из маленьких кубов равен [image: image425.png]


(объемы маленьких кубов равны друг другу по свойству 1°). Итак, объем куба с ребром [image: image426.png]==



равен [image: image427.png]


.
       Этот факт нам понадобится в следующем пункте при выводе формулы объема параллелепипеда.  Объем прямоугольного параллелепипеда



     Теорема       

     Объем прямоугольного параллелепипеда равен произведению трех его измерений. 

     Доказательство* 
    Обозначим измерения прямоугольного параллелепипеда Р буквами а, b, с, а его объем буквой V и докажем, что V = abc.
     Могут представиться два случая.
     1) Измерения а, b и с представляют собой конечные десятичные дроби, у которых число знаков после запятой не превосходит n (можно считать, что n[image: image428.png]


1). В этом случае числа [image: image429.png]a-10"



, [image: image430.png]b-10"



и [image: image431.png]c-10"



являются целыми. Разобьем каждое ребро параллелепипеда на равные части длины [image: image432.png]


и через точки разбиения проведем плоскости, перпендикулярные к этому ребру. Параллелепипед Р разобьется на [image: image433.png]abe 107



равных кубов с ребром [image: image434.png]


. Так как объем каждого такого куба равен [image: image435.png]


(см. п. 63), то объем всего параллелепипеда P равен [image: image436.png]abc 107 -

107



=abc. Итак, V=abc. 

     2) Хотя бы одно из измерений а, b и с представляет собой бесконечную десятичную дробь. Рассмотрим конечные десятичные дроби аn, bn, сn, которые получаются из чисел а, b, с, если отбросить в каждом из них все цифры после запятой, начиная с (n+1)-й. Очевидно, [image: image437.png]


, где [image: image438.png]


, и аналогичные неравенства справедливы для b и c. Перемножив эти неравенства, получим 

[image: image439.png]abe, <abc<apc,



, где [image: image440.png]


,[image: image441.png]


 . (1) 

     

     По доказанному в первом случае левая часть (1) представляет собой объем Vn [image: image563.jpg]Puc. 162



прямоугольного параллелепипеда Рn с измерениями аn, bn, cn, а правая часть - объем V'n прямоугольного параллелепипеда  P'n с измерениями [image: image442.png]


. Так как параллелепипед Р содержит в себе параллелепипед Рn, а сам содержится в параллелепипеде P'n (рис. 161), то объем V параллелепипеда P заключен между Vn=аnbnсn и [image: image443.png]


, т.е. 

[image: image444.png]abe, <V <abe,



. (2) 

Будем неограниченно увеличивать n. Тогда число[image: image445.png]


 будет становиться сколь угодно малым, и поэтому число [image: image446.png]


будет сколь угодно мало отличаться от числа аnbnсn. Отсюда в силу неравенств (1) и (2) следует, что число V сколь угодно мало отличается от числа abc, что и требовалось доказать.

     Следствие 1 


     Объем прямоугольного параллелепипеда равен произведению площади основания на высоту. 



     В самом деле, примем грань с ребрами а и b за основание. Тогда площадь S основания равна ab, а высота h параллелепипеда равна с. Следовательно, V = abc = Sh.

     Следствие 2 



     Объем прямой призмы, основанием которой является прямоугольный треугольник, равен произведению площади основания на высоту. 



[image: image564.jpg]


     Для доказательства этого утверждения дополним прямую треугольную призму с основанием ABC (  A прямой) до прямоугольного параллелепипеда, как показано на рисунке 162. В силу следствия 1 объем этого параллелепипеда равен [image: image447.png]28450k



, где SABC - площадь треугольника ABC, h - высота призмы. Плоскость В1ВС разбивает параллелепипед на две равные прямые призмы, одна из которых - данная. ( Эти призмы равны, так как имеют равные основания и равные высоты.) Следовательно, объем V данной призмы равен половине объема параллелепипеда, т. е. [image: image448.png]V=Spch



, что и требовалось доказать. 

	
	
	
	


 Лекция 57.Объем прямой призмы



     Теорема[image: image565.jpg]Tpoexus mpamtod #n
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     Объем прямой призмы равен произведению площади основания на высоту.
     Доказательство
     Сначала докажем теорему для треугольной прямой призмы, а затем - для произвольной прямой призмы.

     1. Рассмотрим прямую треугольную призму АВСА1В1С1 с объемом V и высотой h. Проведем такую высоту треугольника ABC (отрезок BD на рисунке 163), которая разделяет этот треугольник на два треугольника (по крайней мере одна высота треугольника этому условию удовлетворяет). Плоскость BB1D разделяет данную призму на две призмы, основаниями которых являются прямоугольные треугольники ABD и BDC. Поэтому объемы V1 и V2 этих призм соответственно равны [image: image449.png]Sapph



и [image: image450.png]Sppe-



. По свойству 2° объемов  V=V1 + V2, т. е. V=[image: image451.png]Sapph



 + [image: image452.png]Sppe-
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. Таким образом, 

[image: image454.png]V=Spch
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     2. Докажем теорему для произвольной прямой призмы с высотой h и площадью основания S. Такую призму можно разбить на прямые треугольные призмы с высотой h. Например на рисунке 164 изображена пятиугольная призма, которая разбита на три прямые треугольные призмы. Выразим объем каждой треугольной призмы по формуле (1) и сложим эти объемы. Вынося за скобки общий множитель h, получим в скобках сумму площадей оснований треугольных призм, т. е. площадь S основания исходной призмы. Таким образом, объем исходной призмы равен произведению [image: image455.png]S-h



. Теорема доказана.
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               Объем наклонной призмы 



     Теорема 
     Объем наклонной призмы равен произведению площади основания на высоту.
     Доказательство
     Докажем сначала теорему для треугольной призмы, а затем - для произвольной призмы. 
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Рис. 170 

     1. Рассмотрим треугольную призму с объемом V, площадью основания S и высотой h. Отметим точку О на одном из оснований призмы и направим ось Ох перпендикулярно к основаниям (рис. 170, а). Рассмотрим сечение призмы плоскостью, перпендикулярной к оси Ох и, значит, параллельной плоскости основания. Обозначим буквой х абсциссу точки пересечения этой плоскости с осью Ox, a через S(х) - площадь сечения. 
     Докажем, что площадь S(х) равна площади S основания призмы. Для этого заметим, что треугольники ABC (основание призмы) и A1B1C1, (сечение призмы рассматриваемой плоскостью) равны. В самом деле, четырехугольник АА1В1В - параллелограмм (отрезки АА1 и ВВ1 равны и параллельны), поэтому А1В1=АВ. Аналогично доказывается, что B1C1 =BC и A1C1=AC. Итак, треугольники A1B1C1 и ABC равны по трем сторонам. Следовательно, S(х) = S. Применяя теперь основную формулу для вычисления объемов тел при a = 0 и b = h, получаем 
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. 

      2. Докажем теперь теорему для произвольной призмы с высотой h и площадью основания S. Такую призму можно разбить на треугольные призмы с общей высотой h (на рисунке 170, б показано разбиение для пятиугольной призмы). Выразим объем каждой треугольной призмы по доказанной нами формуле и сложим эти объемы. Вынося за скобки общий множитель h, получим в скобках сумму площадей оснований треугольных призм, т. е. площадь S основания исходной призмы. Таким образом, объем исходной призмы равен [image: image460.png]S-h



. Теорема доказана.
     Замечание      

     Для наклонной призмы существует и другой способ вычисления объема, а именно: объем наклонной призмы равен произведению бокового ребра на площадь сечения призмы плоскостью, перпендикулярной к боковым ребрам и пересекающей их. Коротко говорят так: объем наклонной призмы равен произведению бокового ребра на площадь перпендикулярного ему сечения (см. задачу 682). 
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 Объем пирамиды 



     Теорема.      Объем пирамиды равен одной трети произведения площади основания на высоту.
     Доказательство
     Сначала докажем теорему для треугольной пирамиды, а затем - для произвольной пирамиды.
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Рис. 171 

     1. Рассмотрим треугольную пирамиду ОАВС с объемом V, площадью основания S и высотой h. Проведем ось Ох (рис. 171, а, где ОМ - высота пирамиды), и рассмотрим сечение А1В1С1 пирамиды плоскостью, перпендикулярной к оси Ох и, значит, параллельной плоскости основания. Обозначим через х абсциссу точки М1 пересечения этой плоскости с осью Ох, а через S(x) - площадь сечения. Выразим S(x) через S, h и x. Заметим, что треугольники А1В1С1 и АВС подобны. В самом деле, A1B1||AB, поэтому OA1B1 ~ OAB . Следовательно, [image: image465.png]AB _ 04
4B OA



. Прямоугольные треугольники OA1M1 и ОАМ также подобны (они имеют общий острый угол с вершиной О). Поэтому [image: image466.png]oA _ oM, _

OA oM

P



.
Таким образом, [image: image467.png]


. Аналогично доказывается, что [image: image468.png]by



и [image: image469.png]


. Итак, треугольники А1В1С1 и ABC подобны с коэффициентом подобия [image: image470.png]o m



. Следовательно, [image: image471.png]


, или [image: image472.png]


. 

     Применяя теперь основную формулу для вычисления объемов тел при a=0, b=h, получаем 

[image: image473.png]:T S(x)dx = [7x dx =
H ok





. 

      2. Докажем теперь теорему для произвольной пирамиды с высотой h и площадью основания S . Такую пирамиду можно разбить на треугольные пирамиды с общей высотой h (на рисунке 171, б показано разбиение для пятиугольной пирамиды). Выразим объем каждой треугольной пирамиды по доказанной нами формуле и сложим эти объемы. Вынося за скобки общий множитель [image: image474.png]


, получим в скобках сумму площадей оснований треугольных пирамид, т. е. площадь S основания исходной пирамиды. Таким образом, объем исходной пирамиды равен [image: image475.png]Isn
3



. Теорема доказана.
     Следствие 
     Объем V усеченной пирамиды, высота которой равна h, а площади оснований равны S и S1, вычисляется по формуле 

[image: image476.png]V:%h(s+s,+ T 5)



.

     Пользуясь тем, что усеченная пирамида получается из обычной пирамиды путем отсечения от нее меньшей пирамиды и, следовательно, объем усеченной пирамиды равен разности объемов данной пирамиды и отсеченной, выведите эту формулу самостоятельно.
     Замечание   [image: image567.jpg]Tpoexzun napamnens max
otpesos Bo um Colo ecte
napannens e otpesin AR u CD
Puc. 185




     В ходе доказательства теоремы об объеме пирамиды мы установили, что в сечении треугольной пирамиды плоскостью, параллельной плоскости основания, получается треугольник, подобный основанию. Оказывается, имеет место и более общее свойство. Рассмотрим какую-нибудь фигуру Ф, лежащую в плоскости , и точку О, не лежащую в этой плоскости. Проведем через каждую точку М фигуры Ф прямую ОМ и рассмотрим множество Ф1 точек пересечения этих прямых плоскостью 1, параллельной плоскости (рис. 172). Можно доказать, что фигура Ф1 подобна фигуре Ф. Это свойство широко используется на практике. Например, на нем основано устройство кинопроектора, фотоаппарата, телескопа и других оптических приборов.
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Лекция 58. Объем конуса 



     Теорема
     Объем конуса равен одной трети произведения площади основания на высоту. 
[image: image478.jpg]Puc. 173




    [image: image479.jpg]


 

     Доказательство
    Рассмотрим конус с объемом V, радиусом R, высотой h и вершиной в точке О. Введем ось Ox так, как показано на рисунке 173 ( ОМ - ось конуса). Произвольное сечение конуса плоскостью, перпендикулярной к оси Ох, является кругом с центром в точке М1 пересечения этой плоскости с осью Ох (п. 55). Обозначим радиус этого круга через R1, а площадь сечения через S(x), где х - абсцисса точки М1. Из подобия прямоугольных треугольников ОМ1А1 и ОМА следует, что [image: image480.png]


или [image: image481.png]A
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, откуда [image: image482.png]R=2x
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. Так как [image: image483.png]S(x) = 7R}



, то [image: image484.png]S(x)
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. 
     Применяя основную формулу для вычисления объемов тел при a=0, b=h, получаем

[image: image485.png]


. 

     Площадь S основания конуса равна R, поэтому [image: image486.png]


. Теорема доказана.
     Следствие 
     Объем V усеченного конуса, высота которого равна h, а площади оснований равны S и S1 , вычисляется по формуле 
[image: image487.png]V:%h(s+s,+ T 5)




      Пользуясь рисунком 174, выведите эту формулу самостоятельно. 

 [image: image488.png]5
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 Объем цилиндра 



     Говорят, что призма вписана в цилиндр, если ее основания вписаны в основания цилиндра (рис. 165), и призма описана около цилиндра, если ее основания описаны около оснований цилиндра (рис. 166). Ясно, что высота любой призмы, вписанной в цилиндр или описанной около него, равна высоте самого цилиндра.


   

[image: image491.jpg]


   [image: image492.jpg]


   [image: image493.jpg]Lusunip P Huaunop P,




 

     Теорема 
     Объем цилиндра равен произведению площади основания на высоту.
     Доказательство 
     Впишем в данный цилиндр Р радиуса r и высоты h правильную n-угольную призму Fn, а в эту призму впишем цилиндр Рn (рис. 167). (основания этого цилиндра на рисунке 167 заштрихованы). Обозначим через V и Vn объемы цилиндров Р и Pn, через rn радиус цилиндра Рn. Так как объем призмы Fn равен, где Sn - площадь основания призмы, а цилиндр Р содержит призму Fn, которая, в свою очередь, содержит цилиндр Pn, то

Vn<[image: image494.png]


 < V           (2)

     Будем неограниченно увеличивать число n. При этом радиус rn цилиндра Рn стремится к радиусу r цилиндра    
  P([image: image495.png]0
T, =cos—— 7
n



 при [image: image496.png]


) . Поэтому объем цилиндра Рn стремится к объему цилиндра Р: [image: image497.png]lim ¥ =V

N



. Из неравенств (2) следует, что и [image: image498.png]lim Sy -h=V

N



. Но [image: image499.png]lim S, = 7

N



. Таким образом, 

V=r2h.           (3) 

  Обозначив площадь r2 основания цилиндра буквой S, из формулы (3) получим [image: image500.png]



  Теорема доказана.

 [image: image501.png]5




	
	
	
	
	


Лекция 59. Объем шара



     Теорема 
     Объем шара радиуса R равен [image: image502.png]4
3



.
     Доказательство      [image: image568.jpg]Puc.186



 

     Рассмотрим шар радиуса R с центром в точке О и выберем ось Ох произвольным образом (рис. 178). Сечение шара плоскостью, перпендикулярной к оси Ох и проходящей через точку М этой оси, является кругом с центром в точке М. Обозначим радиус этого круга через r, а его площадь через S(x), где х – абсцисса точки М. Выразим S(x) через х и R. Из прямоугольного треугольника ОМС находим:

[image: image503.png]oc? N
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. 

Так как S(x)=r2, то 
              

S(x)= (R2 – x2).                            (1) 

      

Заметим, что эта формула верна для любого положения точки М на диаметре АВ, т.е. для всех x, удовлетворяющих условию [image: image504.png]


. Применяя основную формулу для вычисления объемов тел при a= -R, b=R, получим 

[image: image505.png]k3 R R
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Теорема доказана.
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 Объем шарового сегмента, шарового слоя и шарового сектора



     а) Шаровым сегментом называется часть шара, отсекаемая от него какой-нибудь плоскостью. На рисунке 179 секущая плоскость, проходящая через точку В, разделяет шар на два шаровых сегмента. Круг, получившийся в сечении, называется основанием каждого из этих сегментов, а длины отрезков AB и BС диаметра AC перпендикулярного к секущей плоскости, называется высотами сегментов.
     Если радиус шара равен R, а высота сегмента равна h (на рисунке 179 h=AB), то объем V шарового сегмента вычисляется по формуле 

[image: image507.png]V:nhZ[RJh]
3



. 

     Действительно, проведем ось Ох перпендикулярно к плоскости  (см. рис. 179). Тогда площадь S(x) произвольного сечения шарового сегмента плоскостью, перпендикулярной к оси Ох, выражается формулой (1) при [image: image508.png]


. Применяя основную формулу для вычисления объемов тел при a =R - h, b = R, получим 

[image: image509.png]


. 
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     [image: image511.jpg]Puc. 181




     б) Шаровым слоем называется часть шара, заключенная между двумя параллельными секущими плоскостями (рис. 180). Круги, получившиеся в сечении шара этими плоскостями, называются основаниями шарового слоя, а расстояние между плоскостями - высотой шарового слоя.
      Объем шарового слоя можно вычислить как разность объемов двух шаровых сегментов. (Например, объем шарового слоя, изображенного на рисунке 180, равен разности объемов шаровых сегментов, высоты которых равны AC и АВ.)
     в) Шаровым сектором называется тело, полученное вращением кругового сектора с углом, меньшим 90°, вокруг прямой, содержащей один из ограничивающих круговой сектор радиусов (рис. 181). Шаровой сектор состоит из шарового сегмента и конуса. Если радиус шара равен R, а высота шарового сегмента равна h, то объем V шарового сектора вычисляется по формуле 

[image: image512.png]v
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. 

Выведите эту формулу самостоятельно.

[image: image513.png]5




	
	
	
	
	


 Площадь сферы



     В п. 62 мы привели без доказательства формулу для вычисления площади S сферы радиуса R:

S = 4R2. 

     Выведем эту формулу, пользуясь формулой для объема шара. 

     Рассмотрим сферу радиуса R с центром в точке О и описанный около нее многогранник, имеющий n граней. Занумеруем грани в произвольном порядке и обозначим через Si площадь i-й грани (i=l, 2, .... n). Соединив центр О сферы отрезками со всеми вершинами многогранника, получим n пирамид с общей вершиной О, основаниями которых являются грани многогранника, а высотами - радиусы сферы, проведенные в точки касания граней многогранника со сферой. Следовательно, объем i-й пирамиды равен [image: image514.png]lSR
3



, а объем Vn всего описанного многогранника равен:

[image: image515.png]


, 

где [image: image516.png]


- площадь поверхности многогранника. Отсюда получаем

[image: image517.png]


                                                 (2) 

      Будем теперь неограниченно увеличивать n таким образом, чтобы наибольший размер каждой грани описанного многогранника стремился к нулю. При этом объем Vn описанного многогранника будет стремиться к объему шара. В самом деле, если наибольший размер каждой грани описанного многогранника не превосходит , то описанный многогранник содержится в шаре радиуса R +  с центром в точке О. С другой стороны, описанный многогранник содержит исходный шар радиуса R. Поэтому [image: image518.png]gmez <, <§n(R+é')3




     Так как [image: image519.png]drraop 52w
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 ) . 
     Переходя к пределу в равенстве (2), получаем 

[image: image524.png]. 34
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      По определению площади сферы [image: image525.png]S=lim &
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, следовательно, S = 4R2
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