                               
                                                     ВВЕДЕНИЕ 

Для введения тригонометрических функций нам понадобится новая математическая модель — числовая окружность, детальному изучению которой посвящен следующий § , достаточно большой параграф. Отнеситесь к нему очень внимательно, поскольку, как показывает опыт, учащийся, хорошо овладевший понятием «числовая окружность», свободно и непринужденно работающий с ней, достаточно уверенно обращается и с тригонометрическими функциями. Для облегчения восприятия материала о числовой окружности рассмотрим ряд вспомогательных геометрических примеров.
В дальнейшем будем говорить об окружности, радиус которой равен масштабному отрезку, без указания конкретных единиц измерения. Радиус такой окружности считается равным 1, а саму окружность называют единичной окружностью . Мы все время будем пользоваться единичной окружнос​тью, в которой проведены горизонтальный и вертикальный диаметры СА и DB. Условимся называть дугу АВ (см. рис. 1) первой четвертью, дугу ВС — второй четвертью, дугу CD — третьей четвертью, дугу DA — четвертой четвертью. При этом, как пра​вило, речь идет об открытых дугах, т.е. о дугах без их концов:  например, первая четверть — это дуга АВ без точек А и В.
А теперь еще раз взгляните на рис. 1. Сколько вы видите дуг единичной окружности, соединяющих точки А и  В? Две: поменьше, если идти от точки А к точке В по первой четверти, и побольше, если идти от точки В к точке А по второй, третьей и четвертой четвертям. Как же отличать эти дуги друг от друга в символах математического языка? Условимся в двухбуквенном обозначении дуги на первом месте писать букву, соответствующую началу дуги, а на втором — букву, соответствующую концу дуги, причем движение по окружности от начала дуги к ее концу будем осущес​твлять в направлении против часовой стрелки. Тогда меньшая из двух дуг, соединяющих точки А и В, о которых мы говорили выше, — это дуга АВ, а большая — это дуга ВА.
Тригонометрические функции
Тригонометрия – слово греческое и в буквальном переводе означает измерение треугольников В данном случае измерение треугольников следует понимать как решение треугольников, т.е. определение сторон, углов и других элементов треугольника, если даны некоторые из них. Большое количество практических задач, а также задач планиметрии, стереометрии, астрономии и других приводятся к задаче решения треугольников. Возникновение тригонометрии связано с землемерением, астрономией и строительным делом. Впервые способы решения треугольников, основанные на и зависимостях между сторонами и углами треугольника, были найдены древнегреческими астрономами Гиппархом (2 в. до н .э.) и Клавдием  Птолемеем (2 в. н. э.). Позднее зависимости между отношениями сторон треугольника и его углами начали называть тригонометрическими функциями. Значительный вклад в развитие тригонометрии внесли арабские ученые аль-Батани (850-929) и Абу-ль-Вефа Мухамед-бен Мухамед (940-998), который составил таблицы синусов и тангенсов через 10’ с точностью до 1/604. Теорему синусов уже знали индийский ученый Бхаскара (р. 1114, год смерти неизвестен) и азербайджанский астроном и математик Насиреддин Туси Мухамед (1201-1274). Кроме того, Насиреддин Туси в своей работе Трактат о полном четырехстороннике изложил плоскую и сферическую тригонометрию как самостоятельную дисциплину. Теорему тангенсов доказал Региомонтан (латинизированное имя немецкого астронома и математика Иоганна Мюллера (1436-1476)). Региомонтан составил также плдробные тригонометрические таблицы; благодаря его трудам плоская и сферическая тригонометрия стала самостоятельной дисциплиной и в Европе. Дальнейшее развитие тригонометрия получила в трудах выдающихся астрономов Николая Коперника (1473-1543) – творца гелиоцентрической системы мира, Тихо Браге (1546-1601) и Иогана Кеплера (1571-1630), а также в работах математика Франсуа Виета (1540-1603), который полностью решил задачу об определениях всех элементов плоского или сферического треугольника по трем данным.Долгое время тригонометрия носила чисто геометрический характер. Такою она была еще в средние века, хотя иногда в ней использовались и аналитические методы, особенно после появления логарифмов. Постепенно тригонометрия органически вошла в математический анализ, механику, физику и технические дисциплины.Начиная с XVII в., тригонометрические функции начали применять к решению уравнений, задач механики, оптики, электричества, радиотехники, для описания колебательных процессов, распространения волн, движения различных механизмов, для изучения переменного электрического тока и т. д. Поэтому тригонометрические функции всесторонне и глубоко исследовались и приобрели важное значение для всей математики.Аналитическая теория тригонометрических функций в основном была создана выдающимся математиком XVIII в. Леонардом Эйлером (1707-1783) членом Петербургской Академии наук.Таким образом, тригонометрия, возникшая как наука о решении треугольников, со временем развилась и в науку о тригонометрических функциях.Позднее часть тригонометрии, которая изучает свойства тригонометрических функций и зависимости между ними, начали называть гониометрией.Термин гониометрия в последнее время практически не употребляется.Изучение свойств тригонометрических функций и зависимостей между ними отнесено к школьному курсу алгебры, а решение треугольник-ов – к курсу геометрии.
                                 1 семестр. Математика 

                                             Лекция-1
Модуль №1 Тригонометрические функции числового аргумента.

 Функция синус и косинус. Функция тангенс и котангенс
Ключевые слова: тригонометрия, синус, косинус, тангенс, котангенс, радиан, угол  

 Основные тригонометрические формулы. Соотношения между тригонометрическими функциями одного и того же аргумента.Если в формуле cos(x−y)=cosx
 INCLUDEPICTURE "http://www.uztest.ru/jsmath/jsMath/fonts/cmsy10/alpha/144/char01.png" \* MERGEFORMATINET 


cosy+sinxsiny  предположить x=y=[image: image2.png]


, то получим основное тригонометрическое тождество cos2[image: image3.png]


+sin2[image: image4.png]


=1 . Откуда, разделив сначало на cos2[image: image5.png]


 , а затем на sin2[image: image6.png]


 , получим соответственно соотношения 1+tg2[image: image7.png]


=1cos2[image: image8.png]
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1+ctg2[image: image10.png]


=1sin2[image: image11.png]


 . Первое соотношение справедливо при [image: image12.png]
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Z, а второе соотношение справедливо при [image: image18.png]
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Z .
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Определение. Универсальной тригонометрической подстановкой называются выражение тригонометрических функций через тангенс половинного аргумента.
sinx=2tgx21+tg2x2[image: image24.png]
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cosx=1+tg2x21−tg2x2[image: image30.png]
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tgx=2tgx21−tg2x2[image: image36.png]
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n[image: image40.png]


n[image: image41.png]


Z[image: image42.png]


x[image: image43.png]


=2[image: image44.png]
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ctgx=2tgx21−tg2x2[image: image48.png]
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Определение тригонометрических функций
 Рассмотрим на координатной плоскости окружность радиуса R = 1 с центром O в начале координат. Координатные оси делят окружность на четыре дуги, которые называют четвертями. Рассмотрим произвольный угол [image: image59.png]


. Точка  M(x;y) лежит на единичной окружности, считаем, что точка  M результат поворота точки A(1;0) на угол [image: image60.png]


. На оси OX находятся значения cos угла поворота, а на оси OY, соответственно, находятся значения  sin углов поворота. На дополнительных осях ctg и tg  параллельных осям OX и OY, соответственно, находятся значения  ctg и tg  угла поворота.
	[image: image61.png]



	Рассмотрим произвольный угол [image: image62.png]


. Точка  M(x;y) лежит

 на единичной окружности, считаем, 
Тригонометрические функции (функции угла) 

 определяются следующими равенствами:
· синус: sin[image: image63.png]


=y, т.е. ордината точки M; 

· косинус: cos[image: image64.png]


=x, т.е. абсцисса точки M; 

· тангенс: tg[image: image65.png]


=xy, т. е. отношение ординаты 
·  к абсциссе точки M; 

· котангенс: ctg[image: image66.png]


=yx, т. е. отношение абсциссы 
·  к ординате точки M. 

Замечание.  Значение tg  угла поворота

 не существует для углов 2[image: image67.png]
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  Значение ctg  угла поворота не существует

  для углов [image: image71.png]
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  Схемы определения тригонометрических функций (функций угла): 
[image: image74.png]



  Определение. Если M(t) - точка числовой окружности, соответствующая числу t, то ординату точки M называют синусом числа t и обозначают sin t.
Определение. Если M(t) - точка числовой окружности, соответствующая числу t, то абсциссу  точки M называют косинусом числа t и обозначают cos t.
 Свойства функций синус и косинус 
· функция sin t нечетная: sin(-t) = - sin t, а функция cos t четная: cos(-t) = cos t; 

· функции sin t и  cos t - переодические, 2[image: image75.png]


 - основной период: sin(t[image: image76.png]


2[image: image77.png]


k)=sint и cos(t[image: image78.png]


2[image: image79.png]


k)=cost, где k - любое целое число; 

· область значений функций sin t и  cos t - отрезок [ -1; 1]; 

· функция y = sin t возрастает на промежутках [image: image80.png]
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  и убывает на промежутках [image: image86.png]


2[image: image87.png]


+2[image: image88.png]


k;23[image: image89.png]


+2[image: image90.png]


k[image: image91.png]
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Z; 

· функция y = cos t убывает на промежутках [image: image93.png]


2[image: image94.png]


k;[image: image95.png]
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  и возрастает на промежутках [image: image98.png]
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Z. 

Определение. Отношение sintcost, где cost[image: image104.png]


=0, называют тангенсом числа t и обозначают tg t.
Определение. Отношение sintcost, где sint[image: image105.png]


=0, называют котангенсом числа t и обозначают ctg t.
Свойства функций тангенс и котангенс.
· область определения функции tg t : x [image: image106.png]


=2[image: image107.png]
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· область определения функции ctg t : x [image: image111.png]


= [image: image112.png]
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Z ; 

· функции tg t и ctg t нечетные: tg(-t) = - tg t   и  ctg(-t) = - ctg t; 

· функции tg t и ctg t переодические, [image: image115.png]


- основной период: tg(t[image: image116.png]
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k)=tgt[image: image118.png]


ctg(t[image: image119.png]
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k)=ctgt; 

· функция  y = tg t  возрастает на промежутках [image: image121.png]
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 ; 

· функция  y = ctg t  убывает на промежутках [image: image127.png]
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                                             Лекция-2
Модуль №1 Тригонометрические функции числового аргумента.


 Основные свойства функции. Функции и их графики.
Ключевые слова: функция, область определения, график функции, множество значений 
Если даны числовое множество X и правило f, позволяющее поставить в соответствие каждому элементу x из множества  X определенное число y, то говорят , что задана функция  y = f(x) с областью определения X : y = f(x), D(f) = X. 
Определение. Значения переменных, на которых задается функция  y = f(x) , называют допустимыми значениями переменных.
Определение. Значения переменных, при которых алгебраическое выражение P имеет смысл, называют допустимыми значениями переменных. Множество всех допустимых значений переменных называют областью допустимых значений переменных D(P). 
Определение. Областью определения уравнения  f(x) = g(x) называют множество всех тех значений переменой x, при которых алгебраические выражения  f(x)  и  g(x) имеют смысл (одновременно). 
 Если функция задана формулой, то область определения состоит из всех значений независимой переменной, при которых формула имеет смысл.
	Функция y = f(x)
	Область определения функции D(f)
	Функция y = f(x) 
	Область определения функции D(f) 

	 y=f(x)=1h(x)
	h(x)[image: image132.png]


=0 
	y = f(x) = tg h(x)
	h(x)[image: image133.png]
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	y=f(x)=[image: image138.png]


h(x) 
	h(x)[image: image139.png]


0
	y = f(x) = ctg h(x)
	h(x)[image: image140.png]
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Преобразование графика функции
Ключевые слова: функция, график, преобразование, оси координат, ось абсцисс, ось ординат, параллельный перенос 
Определение. Преобразования графиков функций — это  линейные преобразования функции  y = f(x) или её аргумента x к виду  y = af(kx + b) + m, а  также преобразование  с использованием модуля. 
Зная, как строить графики функции y = f(x), где y =  kx + b,  y = ax2, y = xn , y=xk, y = sin x, y = cosx, y = tgx, y = ctgx, y=ax[image: image144.png]


y=logax , можно построить график функции y = af(kx + b) + m.
	Общий вид функции
	Преобразования

	y = f(x − b)
	Параллельный перенос графика вдоль оси абсцисс на | b | единиц 
· вправо, если b > 0; 

· влево, если b < 0. 

	y = f(x + b)
	· влево, если b > 0; 

· вправо, если b < 0. 

	y = f(x) + m
	Параллельный перенос графика вдоль оси ординат на | m | единиц 
· вверх, если m > 0, 

· вниз, если m < 0. 

	
	Отражение графика 

	y = f( − x)
	Симметричное отражение графика относительно оси ординат.

	y = − f(x)
	Симметричное отражение графика относительно оси абсцисс.

	
	Сжатие и растяжение графика

	y = f(kx)
	· При k > 1 — сжатие графика к оси ординат в k раз, 

· при 0 < k < 1 — растяжение графика от оси ординат в k раз. 

	y = kf(x)
	· При k > 1 — растяжение графика от оси абсцисс в k раз, 

· при 0 < k < 1 — cжатие графика к оси абсцисс в k раз. 

	
	Преобразования графика с модулем

	y = | f(x) |
	· При f(x) > 0 — график остаётся без изменений, 

· при f(x) < 0 — график симметрично отражается относительно оси абсцисс. 

	y = f( | x | )
	· При x[image: image145.png]


0 — график остаётся без изменений, 

· при x < 0 — график симметрично отражается относительно оси ординат. 
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1. 
Функция y=sinx существует при всех действительных значения x, причем, график ее является сплошной кривой линией (без разрывов), т.е. функция sinx непрерывна.
. Функция y=sinx нечетная и ее      график симметричный относительно начала координат
Все возможные значения функции sinx ограничены          неравенствами
    -1<sinx  причем sinx=+1, если        [image: image147.png]


        и sinx=-1, если    [image: image148.png]



sinx=0, если x=(n (n=0; (1; (2;…).
Функция  возрастает, т.е. большему значению аргумента соответствует большее значение функции на интервалах(n=0; (1; (2;…)
  [image: image149.png]Zirmsrsliom
2 2



                
 И убывает, т.е. большему значению аргумента соответствует меньшее значение функции на интервалах (n=0; (1; (2;…). 
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     Математика 1 семестр.

 Лекция 3. 

 Модуль 1.

           Чётная и нечётная функции. Периодичность.

  Если для любого x из области определения функции имеет место:  f (  x ) =  f ( x ), то функция называется чётной; если же имеет место: f (  x ) =  f ( x ), то функция называется нечётной. График чётной функции симметричен относительно оси Y  ( рис.5 ), a график нечётной функции симметричен относительно начала координат ( рис.6 ).
[image: image151.png]Puc. 6




 

Периодическая функция. Функция  f ( x ) - периодическая, если существует такое отличное от нуля число T , что для любого  x  из области определения функции имеет место:   f ( x + T ) =  f ( x ). Такое наименьшее число называется периодом функции. Все тригонометрические функции являются периодическими. 
 
П р и м е р   1 .   Доказать, что  sin x  имеет период 2[image: image152.png]


 
 
Р е ш е н и е .     Мы знаем, что  sin ( x+ 2[image: image153.png]


n ) = sin x,  где  n = 0,   1,   2, …
                            Следовательно, добавление  2[image: image154.png]


n  к аргументу синуса не 
                            меняет его значениe. Существует ли другое число с таким 
                            же свойством ?
                            Предположим, что  P – такое число, т.e. равенство:
 
                                                           sin ( x+ P ) = sin x,
                               
                            справедливо для любого значения  x. Но тогда оно имеет
                            место и при  x = [image: image155.png]


/ 2 , т.e.
 

                                                    sin ( [image: image156.png]


/ 2 + P ) = sin [image: image157.png]


/ 2 = 1.
 
                             Но по формуле приведения  sin ( [image: image158.png]


/ 2 + P ) = cos P.  Тогда 
                             из двух последних равенств следует, что  cos P = 1, но мы    
                             знаем, что это верно лишь при P = 2[image: image159.png]


n. Так как наименьшим
                             отличным от нуля числом из  2[image: image160.png]


n  является  2[image: image161.png]


, то это число
                             и есть период  sin x. Аналогично доказывается, что  2[image: image162.png]


 
                             является периодом и для  cos x .  
                             Докажите, что функции tan x и cot x имеют период  [image: image163.png]


.
 
П р и м е р   2.    Какое число является периодом функции  sin 2x ?
 

Р е ш е н и е .      Рассмотрим   sin 2x = sin ( 2x + 2[image: image164.png]


n ) = sin [ 2 ( x + [image: image165.png]


n 
  

                             Мы видим, что добавление  [image: image166.png]


n  к аргументу  x, не меняет
                             значение функции. Наименьшее отличное от нуля число 
                             из  [image: image167.png]


n  есть  [image: image168.png]


таким образом, это период  sin 2x .
 

Нули функции. Значение аргумента, при котором функция равна 0, называется нулём ( корнем ) функции. Функция может иметь несколько нулей. Например, функция  y = x ( x + 1 ) ( x3 ) имеет три нуля: x = 0, x = 1, x = 3. Геометрически нуль функции – это абсцисса точки пересечения графика функции с осью Х . 
На рис.7 представлен график функции с нулями:  x = a,  x = b  и  x = c .
[image: image169.png]



Асимптота. Если график функции неограниченно приближается к некоторой прямой при своём удалении от начала координат, то эта прямая называется асимптотой. 

                               1 семестр. Математика 

                                             Лекция-4
Модуль №1 Тригонометрические функции числового аргумента.

Исследование функции
Ключевые слова: исследование функции, построение графика, область определения, множества значений, четность и нечетность функции, периодичность, асимптоты, убывание функции, возрастание функции, экстремумы.
Утверждение. Если функция f ( x ) дифференцируема в некоторой точке, то она непрерывна в этой точке. Обратное неверно: непрерывная функция может не иметь производной. Например, функция y = | x |  всюду непрерывна, но она не имеет производной при x = 0 , так как в этой точке не существует касательной к графику этой функции.

Следствие. Если функция разрывна в некоторой точке, то она не имеет производной в этой точке.
Достаточные признаки монотонности функции.
· Если f '( x ) > 0 в каждой точке интервала ( a, b ), то функция f ( x ) возрастает на этом интервале. 

· Если f '( x ) < 0 в каждой точке интервала ( a, b ) , то функция f ( x ) убывает на этом интервале. 

Теорема Дарбу. Точки, в которых производная функции равна 0 или не существует, делят область определения функции на интервалы, внутри которых производная сохраняет знак. Используя эти интервалы, можно найти интервалы монотонности функций, что очень важно при их исследовании. 
Критические точки. Внутренние точки области определения функции, в которых производная равна нулю или не существует, называются критическими точками этой функции. Эти точки очень важны при анализе функции и построении её графика, потому что только в этих точках функция может иметь экстремум ( минимум или максимум ).

Необходимое условие экстремума. Если x0 - точка экстремума функции f ( x ) и производная f’ существует в этой точке, то f’ ( x0 ) = 0.

Эта теорема - необходимое условие экстремума. Если производная функции в некоторой точке равна 0, то это не значит, что функция имеет экстремум в этой точке. Например, производная функции f ( x ) = x 3 равна 0 при x = 0, но эта функция не имеет экстремум в этой точке.
С другой стороны, функция y = | x | , имеет минимум в точке x = 0 , но в этой точке производной не существует.


Достаточные условия экстремума. 
· Если производная при переходе через точку x0 меняет свой знак с плюса на минус, то x0 - точка максимума. 
· Если производная при переходе через точку x0 меняет свой знак с минуса на плюс, то x0 - точка минимума. 
Общая схема исследования функции и построение ее графика:
·   найти область определения и область значений функции, 

·     установить, является ли функция чётной или нечётной, 

·     определить, является ли функция периодической или нет, 

·     найти нули функции и её значения при  x = 0, 

·     найти интервалы знакопостоянства, 
·     найти интервалы монотонности, 

·     найти точки экстремума и значения функции в этих точках, 
·     проанализировать поведение функции вблизи  “особых” точек 
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                              Математика 1 семестр.

                                        Лекция 8.
                                        Модуль 3.

   Решение тригонометрических уравнений и неравенств.

                                                 

При решении тригонометрических неравенств мы используем свойства неравенств, известные из алгебры, а также различные тригонометрические преобразования и формулы. Использование единичного круга при решении тригонометрических неравенств почти необходимо. Рассмотрим ряд примеров. 

 
П р и м е р  1 .  Решить неравенство:   sin x > 0.

 
Р е ш е н и е .  В пределах одного оборота единичного радиуса это неравенство 

                         справедливо при 0 < x < [image: image171.png]


. Теперь необходимо добавить период 

                         синуса  2[image: image172.png]


 n : 

                                        [image: image173.png]0+21n <x <T+2mn, Te 27n <x <T+2M2




П р и м е р  2 .  Решить неравенство:   sin x > 0.5 .

 
Р е ш е н и е . 

                            [image: image174.png]TI6+2mn <x <5 6+2mn
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[image: image175.png]Opuumep 3. Pemmre nepasesicrso: cosx> ¥ 2 /2
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П р и м е р  4 .  Решить систему неравенств: 
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                          Второе неравенство  tan x < 1  имеет решение: 
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                                   Математика 1 семестр.
                                      Лекция 7

                                    Модуль 3. 

            Решение тригонометрических уравнений и неравенств.

                                         Арксинус. Арккосинус.

              Обратные тригонометрические функции
 
Определения. Многозначность и главные значения 
обратных тригонометрических функций.
 
 

Соотношение x = sin y  позволяет найти как  x  по заданному  y, так и  y  по заданному x ( при | x | [image: image179.png]


1 ). Таким образом, можно рассматривать не только синус как функцию угла, но и угол – как функцию синуса. Этот факт может быть записан как:  y = arcsin x ( “arcsin” читается “арксинус” ). Например, вместо 1/2 = sin 30 можно записать: 30arcsin 1/2. При второй форме записи угол обычно представляется в радианах:  [image: image180.png]


6  = arcsin 1/2.

 
Определения. arcsin x – это угол, синус которого равен  x. Аналогично определяются функции arccos x, arctan x, arccot x, arcsec x, arccosec x. Эти функции являются обратными по отношению к функциям  sin x, cos x, tan x, cot x, sec x, cosec x, поэтому они называются обратными тригонометрическими функциями. Все обратные тригонометрические функции являются многозначными функциями, то есть каждому значению аргумента соответствует бесчисленное множество значений функции. Так, например, углы 30, 150, 390 510750имеют один и тот же синус. 

Главное значение arcsin x – это его значение, которое находится между [image: image181.png]


2  и  + [image: image182.png]


2  (  90 и  + 90 ), включая границы:
 

– [image: image183.png]


/ 2  [image: image184.png]


  arcsin x  [image: image185.png]


  + [image: image186.png]


/ 2 . 

 

Главное значение arccos x – это его значение, которое находится между 0  и  [image: image187.png]


  ( 0 и  + 180 ), включая границы: 
 

  0  [image: image188.png]


  arccos x  [image: image189.png]


  [image: image190.png]


.

 

Главное значение arctan x – это его значение, которое находится между [image: image191.png]


2  и  + [image: image192.png]


2  (  90 и + 90 ) без границ:
 

– [image: image193.png]


/ 2  <  arctan x  <  + [image: image194.png]


/ 2 . 

 

Главное значение arccot x – это его значение, которое находится между 0  и  [image: image195.png]


  ( 0 и  + 180 ) без границ: 
0  <  arccot x  <  [image: image196.png]


.

 

Если обозначить любое из значений обратных тригонометрических функций через  Arcsin x,  Arccos x,  Arctan x,  Arccot x  и сохранить обозначения: arcsin x, arcos x, arctan x, arccot x для их главных значений, то связь между ними выражается следующими соотношениями:
[image: image197.png]Aresinz=(~1)* arcsinx +£ 71,
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где  k – любое целое число. При  k = 0  мы имеем главные значения. 

Основные соотношения для обратных

тригонометрических функций 
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Примечание:  все квадратные корни, содержащиеся в этих формулах – положительные числа.
                                                 Математика 1 семестр.
                                        Лекция 8. 
                                         Модуль 3.
                Решение тригонометрических уравнений и неравенств.

                                                 

При решении тригонометрических неравенств мы используем свойства неравенств, известные из алгебры, а также различные тригонометрические преобразования и формулы. Использование единичного круга при решении тригонометрических неравенств почти необходимо. Рассмотрим ряд примеров. 

 
П р и м е р  1 .  Решить неравенство:   sin x > 0.

 
Р е ш е н и е .  В пределах одного оборота единичного радиуса это неравенство 

                         справедливо при 0 < x < [image: image199.png]


. Теперь необходимо добавить период 

                         синуса  2[image: image200.png]


 n : 

                                        [image: image201.png]0+21n <x <T+2mn, Te 27n <x <T+2M2




П р и м е р  2 .  Решить неравенство:   sin x > 0.5 .

 
Р е ш е н и е . 

                            [image: image202.png]TI6+2mn <x <5 6+2mn
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[image: image203.png]Opuumep 3. Pemmre nepasesicrso: cosx> ¥ 2 /2
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П р и м е р  4 .  Решить систему неравенств: 
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                          Второе неравенство  tan x < 1  имеет решение: 
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                                 Математика 1 семестр.

                                      Лекция 9.  
                                     Модуль 3.

      Решение тригонометрических уравнений и неравенств.

Решение тригонометрических уравнений. 
 
Тригонометрические уравнения. 
Простейшие тригонометрические уравнения. 
Методы решения тригонометрических уравнений.
 
 

Тригонометрические уравнения. Уравнение, содержащее неизвестное под знаком тригонометрической функции, называется тригонометрическим.  
 
Простейшие тригонометрические уравнения. 
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Методы решения тригонометрических уравнений. Решение тригонометрического уравнения состоит из двух этапов:  преобразование уравнения для получения его простейшего вида ( см. выше ) и  решение полученного простейшего тригонометрического уравнения. Существует семь основных методов решения  тригонометрических уравнений. 
. 

                               1 семестр. Математика 

                                             Лекция-13
                              Модуль №5 Производная.

  Производная. Приращение функции.
Ключевые слова: функция, производная, правила нахождения производной, сложная функция 
Производная — основное понятие дифференциального исчесления, характеризующее скорость изменения функции. 
Определение. Предел отношения приращения функции к приращению ее аргумента при стремлении приращения аргумента к нулю, если таковой предел существует. 
Функцию, имеющую конечную производную, называют дифференцируемой.  Процесс вычисления производной называется дифференци́рованием.
Определение производной
Ключевые слова: средняя скорость материальной точки, мгновенная скорость, правая и левая производная,: 
Для решения многих задач требуется найти разность значений функции в двух точках. Так, средняя скорость материальной точки за промежуток времени Δ t равна v(t)=[image: image210.png]


tS(t+[image: image211.png]


t)−S(t). Если рассматриваемое движение не является равномерным, то чем меньше выбран промежуток времени Δ t , тем лучше указанная формула будет характеризовать движение точки. В идеале мы получаем понятие мгновенной скорости v : это предел, к которому стремится средняя скорость, когда Δ t → 0, то есть  v=lim[image: image212.png]


t[image: image213.png]


0[image: image214.png]


tS(t+[image: image215.png]


t)−S(t) 

Определение. Пусть функция y = f (x) определена в некоторой окрестности точки x0  и существует конечный предел отношения [image: image216.png]


xf(x0+[image: image217.png]


x)−f(x0)  при Δ x → 0. Тогда этот предел называется производной функции в точке x0  f[image: image218.png]


(x0)=lim[image: image219.png]


x[image: image220.png]


0[image: image221.png]


xf(x0+[image: image222.png]


x)−f(x0)  
Производная функции y = f (x) может также обозначаться одним из следующих способов: fx[image: image223.png]


(x0) , y[image: image224.png]


(x0) , dfdx. Если приращение функции f (x 0 + Δ x) – f (x 0) обозначить как Δ y , то определение можно записать так: 
f[image: image225.png]


(x0)=lim[image: image226.png]


x[image: image227.png]


0[image: image228.png]


x[image: image229.png]


y. Из определения производной и предела функции следует, что [image: image230.png]


y=f[image: image231.png]


(x0)[image: image232.png]


x+[image: image233.png]


x[image: image234.png]


([image: image235.png]


x) , где α (Δ x ) – бесконечно малая функция при Δ x → 0.

По аналогии с пределами вводится понятие правой и левой производных: f[image: image236.png]


+(x0)=lim[image: image237.png]


x[image: image238.png]


+0[image: image239.png]


xf(x0+[image: image240.png]


x)−f(x0) , f[image: image241.png]


−(x0)=lim[image: image242.png]


x[image: image243.png]


−0[image: image244.png]


xf(x0+[image: image245.png]


x)−f(x0) . 
Если существует производная в точке [image: image246.png]


то существуют левая и правая производная в этой же точке, причем f[image: image247.png]


−(x0)=f[image: image248.png]


+(x0)=f[image: image249.png]


(x0) .
Обратное также верно: если  f[image: image250.png]


−(x0)=f[image: image251.png]


+(x0) , то производная f[image: image252.png]


(x) в точке x0  существует и равна левой и правой производным. Можно ввести также понятие бесконечной производной f[image: image253.png]


(x)=+[image: image254.png]
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f[image: image256.png]


(x)=−[image: image257.png]
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f[image: image259.png]


(x)=[image: image260.png]


 (последний случай может иметь место, если, например, lim[image: image261.png]


x[image: image262.png]


+0[image: image263.png]


x[image: image264.png]


y=+[image: image265.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.uztest.ru/jsmath/jsMath/fonts/cmmi10/alpha/144/char3B.png" \* MERGEFORMATINET [image: image266.png]


    lim[image: image267.png]


x[image: image268.png]


−0[image: image269.png]


x[image: image270.png]


y=−[image: image271.png]


. 
Если функция дифференцируема в точке x 0, то она непрерывна в этой точке. 

Обратное, вообще говоря, неверно. Примером может служить функция y = | x |, непрерывная в точке x = 0, но имеющая в ней «излом». Производная этой функции в точке x = 0 не существует, так как f[image: image272.png]


−(x0)[image: image273.png]


= f[image: image274.png]


+(x0)  : f[image: image275.png]


−(0)=−1[image: image276.png]


f[image: image277.png]


+(0)=1. 
Основные правила дифференцирования:
· Если функция константа, т.е. y = C, где  C - число, то (С)[image: image278.png]


=0 . 

· Если функции  u и v дифференцируемы в точке x, то (v+u)[image: image279.png]


=v[image: image280.png]


+u[image: image281.png]


. 

· Если функция Cu , где C - постоянная, дифференцируема в точке  x, то (Сu)[image: image282.png]


=Сu[image: image283.png]


 . 

· Если функции  u и v дифференцируемы в точке x, то (u[image: image284.png]


v)[image: image285.png]


=u[image: image286.png]


[image: image287.png]


v+u[image: image288.png]


v[image: image289.png]


. 

· Если функции  u и v дифференцируемы в точке x и v(x)[image: image290.png]


=0, то (vu)[image: image291.png]


=v2u[image: image292.png]


[image: image293.png]


v−u[image: image294.png]


v[image: image295.png]


 . 
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                                             Лекция-15
Модуль №1 Производная.

Правила вычисления производных.
Ключевые слова: дифференцируемая функция, свойство предела произведения, дифференцируема в точке
Утверждение. Если функции  f и g дифференцируемы в точке x0  то в этой же точке дифференцируемы сумма, произведение и частное (если g[image: image296.png]


(x0)[image: image297.png]


=0 ) этих функций, причем
1. (f+g)[image: image298.png]


=f[image: image299.png]


+g[image: image300.png]


 

2. (f[image: image301.png]


g)[image: image302.png]


=f[image: image303.png]
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g+f[image: image305.png]


g[image: image306.png]


 

3. (fg)[image: image307.png]


=g2f[image: image308.png]
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g−f[image: image310.png]


g[image: image311.png]



Постоянный множитель C можно выносить из-под знака производной: (Cf)' = Cf'. В частности, С'=0

· Если f дифференцируема, то fn  где n[image: image312.png]


N также дифференцируема, причем (fn)[image: image313.png]


=nfn−1f[image: image314.png]


  
· Если функция y = f (x) непрерывна и строго возрастает в окрестности точки x0  причем f[image: image315.png]


(x0)[image: image316.png]


=0, то функция x = φ (y),обратная к функции y = f (x), дифференцируема в точке y0 = f (x0 ), причем [image: image317.png]
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(x0)=1f[image: image319.png]


(x0). 
· Если функции y = f (x) и z = g (y) дифференцируемы в точках x0  и y0 = f (x0) соответственно, то сложная функция z = g ( f (x)) дифференцируема в точке x 0, причем z[image: image320.png]


(x0)=g[image: image321.png]


(y0)[image: image322.png]


f[image: image323.png]


(x0). 
· Дифференциал функции y = f (x) имеет один и тот же вид dy=f[image: image324.png]


(x)dx как в случае, когда x – независимая переменная, так и в случае, когда x – дифференцируемая функция другого переменного.
· Если f (x) – четная функция, то f[image: image325.png]


(x) – нечетная; если f (x ) – нечетная функция, то f[image: image326.png]


(x) – четная. 

· Пусть в окрестности точки t 0 определены функции x (t) и y (t), причем x (t) непрерывна и строго монотонна. Пусть в этой окрестностисуществуют производные x[image: image327.png]


(t0)[image: image328.png]


=0 и y[image: image329.png]


(t0) Тогда сложная функция y = y ( t ( x )), где t ( x ) – функция, обратная x (t), дифференцируема по x , причем dxdy=x[image: image330.png]


(t)y[image: image331.png]


(t). 
Исследование функции и построение ее графика
Ключевые слова: функция, график, оси координат, ось абсцисс, ось ординат, точка перегиба, экстремум, точка максимума, точка минимума
Полная схема исследования функции и построения ее графика
Общие исследование функции y = f(x). 
· Область определения функции. Найти ее область определения D(f) . Если это не слишком сложно, то полезно найти также область значений E(f) . (Однако, во многих случаях, вопрос нахождения E(f) откладывается до нахождения экстремумов функции.) 
· Особые свойства функции. Выяснить общие свойства функции: четность, нечетность, периодичность и т.п. Не любая функция обладает такими свойствами, как четность либо нечетность. Функция заведомо не является ни четной, ни нечетной, если ее область определения несимметрична относительно точки 0 на оси Ox. Точно так же, у любой периодической функции область определения состоит либо из всей вещественной оси, либо из объединения периодически повторяющихся систем промежутков. 
· Вертикальные асимптоты. Выяснить, как ведёт себя функция при приближении аргумента [image: image332.png]


к граничным точкам области определения D(f), если такие граничные точки имеются. При этом могут обнаружиться вертикальные асимптоты. Если функция имеет такие точки разрыва, в которых она не определена, то эти точки тоже проверить на наличие вертикальных асимптот функции. 
· Наклонные и горизонтальные асимптоты. Если область определения D(f) вклоючает в себя лучи вида (a;+[image: image333.png]


) или (−[image: image334.png]


;b), то можно попытаться найти наклонные асимптоты (или горизонтальные асимптоты) при x[image: image335.png]


+[image: image336.png]


 или x[image: image337.png]


−[image: image338.png]


 соответственно, т.е. найти limx[image: image339.png]
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f(x). Наклонные асимптоты: y = kx + b, где k=limx[image: image342.png]


+[image: image343.png]


xf(x) и b=limx[image: image344.png]


+[image: image345.png]


(f(x)−x). Горизонтальны асимптоты: y = b, где limx[image: image346.png]
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f(x)=b. 

·  Нахождение точек пересечения графика с осями. Нахождение точки пересечения графика с осью Oy. Для этого нужно вычислить значение f(0). Найти также точки пересечения графика с осью Ox, для чего найти корни уравнения f(x) =0 0 Далее, нужно определить знак функции на промежутках между корнями и точками разрыва. 
Нахождение точек пересечения графика с асимптотой. В некоторых случаях бывает нужно найти характерные точки графика, которые не были упомянуты в предыдущих пунктах. Например, если функция имеет наклонную асимптоту, то можно попытаться выяснить, нет ли точек пересечения графика 
                                   1 семестр. Математика 

                                             Лекция-16

                                     Модуль №5 Производная.

Производные сложной функции.
Рассмотрим функцию y = sin x2. Чтобы найти значение этой функции в фиксированнной точке x нужно: 1) вычислить x2; 2) найти значение синуса от полученного значения x2. Иными словами, сначала надо найти значение g(x) = x2, а потом найти sin g(x). В подобных случаях говорят, что задана сложная функция y = f(g(x)). В нашем примере  u = g(x) = x2, а  y = f(u) = sin u.
Пусть  y = f(g(x)) - сложная функция, причем функция u = g(x) дифференцируема в точке x , а функция y = f(u) дифференцируема в соответствующей точке u. Тогда функция y = f(g(x)) дифференцируема в точке x, причем y[image: image349.png]


=f[image: image350.png]


(g(x))[image: image351.png]


g[image: image352.png]


(x). Запись f'(g(x)) означает, что производная вычисляется по формуле для  f'(x), но вместо x подставляется g(x).
	Функция y = f(x)
	Производные  элементарных функций простого аргумента
	Функция y = f(kx +b)
	Производные  элементарных 

функций сложного аргумента

	y=xn 
	 y[image: image353.png]


=n[image: image354.png]


xn−1 
	y=(kx+b)n
	y[image: image355.png]


=n[image: image356.png]


k[image: image357.png]


(kx+b)n−1 

	y = x
	y[image: image358.png]


=1
	y=(kx+b)
	y[image: image359.png]
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	y=[image: image360.png]


x 
	y[image: image361.png]


=12[image: image362.png]


x 
	y=[image: image363.png]


kx+b 
	y[image: image364.png]


=k[image: image365.png]


12[image: image366.png]
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	y=x1
	y[image: image367.png]


=−1x2 
	y=1kx+b
	y[image: image368.png]


=−k[image: image369.png]


1(kx+b)2

	y = cos x
	y[image: image370.png]


=−sinx
	y = cos (kx +b)
	y[image: image371.png]


=−ksin(kx+b)

	y = sin x
	y[image: image372.png]


=cosx
	y = sin (kx +b)
	y[image: image373.png]


=kcos(kx+b)

	y = tg x 
	y[image: image374.png]


=1cos2x 
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	y[image: image375.png]


=k[image: image376.png]


1cos2(kx+b)

	y = ctg x 
	y[image: image377.png]


=−1sin2x 
	y = ctg (kx +b) 
	y[image: image378.png]


=−k[image: image379.png]


1sin2(kx+b)

	y = arcsin x
	y[image: image380.png]


=1[image: image381.png]


1−x2 
	y = arcsin (kx +b)
	y[image: image382.png]


=k[image: image383.png]


1[image: image384.png]


1−(kx+b)2 

	y = arccos x
	y[image: image385.png]


=−1[image: image386.png]


1−x2 
	y = arccos (kx +b)
	y[image: image387.png]


=−k[image: image388.png]


1[image: image389.png]


1−(kx+b)2 

	y = arctg x
	y[image: image390.png]


=11+x2 
	y = arctg (kx +b)
	y[image: image391.png]


= k[image: image392.png]
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	y = arcctg x
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                                             Лекция-17
                                     Модуль №5 Производная.

Производные тригонометрических функций
Ключевые слова: элементарная функция, производная синуса, производная косинуса. производная тригонометрической функции. 
Все формулы по теме "Производная функция"
	

Формула: [image: image397.png]




	Примеры: [image: image398.png]©"' =0





	

Формула: [image: image399.png]




	Примеры: [image: image400.png](=)' = kxt
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                                             Лекция-22
Касательная к графику функции.
Ключевые слова: физический смысл производной, геометрический смысл производной движение, уравнение, производная, путь, скорость, ускорение  касательная, прямая, производная, функция, угловой коэффициент 
 Уравнение движения материальной точки
Определение. Производной функции f(x) в точке x0 называется предел отношения приращения функции в этой точке [image: image418.png]


f=f(x0+[image: image419.png]


x)−f(x0)  к приращению аргумента [image: image420.png]


x при [image: image421.png]


x[image: image422.png]


0: f[image: image423.png]


(x0)=lim[image: image424.png]


x[image: image425.png]


0[image: image426.png]


xf(x0+[image: image427.png]


x)−f(x0).

Физический смысл производной
Если точка движется вдоль оси x и ее координата изменяется по закону S(t), то мгновенная скорость точки находиться по формуле v(t)=lim[image: image428.png]


t[image: image429.png]


0[image: image430.png]


tS(t+[image: image431.png]


t)−S(t)=S[image: image432.png]


(t),  а ускорение по формуле a(t)=lim[image: image433.png]
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0[image: image435.png]


tv(t+[image: image436.png]


t)−v(t)=v[image: image437.png]


(t)=S[image: image438.png]
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(t).
Итак:
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Уравнение касательной
Определение. Производной функции f(x) в точке x0 называется предел отношения приращения функции в этой точке [image: image441.png]


f=f(x0+[image: image442.png]


x)−f(x0)  к приращению аргумента [image: image443.png]


x при [image: image444.png]


x[image: image445.png]


0: f[image: image446.png]


(x0)=lim[image: image447.png]


x[image: image448.png]


0[image: image449.png]


xf(x0+[image: image450.png]


x)−f(x0).

Геометрический смысл производной
Производная в точке x0 равна угловому коэффициенту касательной к графику функции y = f(x) в этой точке.
[image: image451.png]f(x,) = tga >0

f(x,) = tga=0

f(x,) = tga< O




Рассмотрим график функции y = f ( x ):
[image: image452.png]-f(x)

>
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Из рис.1 видно, что для любых двух точек A и B графика функции: [image: image453.png]


xf(x0+[image: image454.png]


x)−f(x0)=tg[image: image455.png]


 , где [image: image456.png]


- угол наклона секущей AB. Таким образом, разностное отношение равно угловому коэффициенту секущей. Если зафиксировать точку A и двигать по направлению к ней точку B, то [image: image457.png]


неограниченно уменьшается и приближается к 0, а секущая АВ приближается к касательной АС. Следовательно, предел разностного отношения равен угловому коэффициенту касательной в точке A. Отсюда следует: производная функции в точке есть угловой коэффициент касательной к графику этой функции в этой точке. В этом и состоит геометрический смысл производной.

                                     1 семестр. Математика 

                                             Лекция-29
                                                   Модуль №9 
 Исследования с помощью производной (продолжение)
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	· Нахождение промежутков монотонности. Найти интервалы монотонности функции f(x) (то есть интервалы возрастания и убывания). Это делается с помощью исследования знака производной f[image: image459.png]


(x). Для этого находят производную f[image: image460.png]


(x) и решают неравенство f[image: image461.png]


(x)[image: image462.png]


0. На промежутках, где это неравенство выполнено, функция f(x) возрастает. Там, где выполнено обратное неравенство f[image: image463.png]


(x)[image: image464.png]


0, функция f(x) убывает. 

· Нахождение локального экстремума. Найдя интервалы монотонности, мы можем сразу определить точки локального экстремума там, где возрастание сменяется убыванием, располагаются локальные максимумы, а там, где убывание сменяется возрастанием -- локальные минимумы. Вычислить значение функции в этих точках. Если функция имеет критические точки, не являющиеся точками локального экстремума, то полезно вычислить значение функции и в этих точках. 


· Нахождение интервалов выпуклости и вогнутости. Это делается с помощью исследования знака второй производной f[image: image465.png]
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(x). Найти точки перегиба на стыках интервалов выпуклости и вогнутости. Вычислить значение функции в точках перегиба. Если функция имеет другие точки непрерывности (кроме точек перегиба), в которых вторая производная равна 0 либо не существует, то в этих точках также полезно вычислить значение функции. Найдя f[image: image467.png]
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(x) , мы решаем неравенство f[image: image469.png]
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(x)[image: image471.png]


0. На каждом из интервалов решения функция будет выпуклой вниз. Решая обратное неравенство f[image: image472.png]
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(x)[image: image474.png]


0, мы находим интервалы, на которых функция выпукла вверх (то есть вогнута). Определяем точки перегиба как те точки, в которых функция меняет направление выпуклости (и непрерывна). 
Нахождение наибольшего и наименьшего значений функции y = f(x) на отрезке [a; b] (продолжение)
	1. Найти производную функции: f[image: image475.png]


(x).

2. Найти точки, в которых производная равна нулю: f[image: image476.png]


(x)=0[image: image477.png]


 x1, x2,...

3. Определить принадлежность точек х1, х2, … отрезку [a; b]: пусть x1[image: image478.png]
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a;b[image: image480.png]


 , а x2[image: image481.png]
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a;b[image: image484.png]


 .

4. Найти значения функции в выбранных точках и на концах отрезка: f(x1), f(x2),..., f(xa), f(xb),

5. Выбор наибольшего и наименьшего значений функции из найденных.

Замечание. Если на отрезке [a; b] имеются точки разрыва, то необходимо в них вычислить односторонние пределы, а затем их значения учесть в выборе наибольшего и наименьшего значений функции.
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